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本章结构

• 因素分解

- 趋势效应的提取

- 季节效应的提取

• 指数平滑预测模型

• ARIMA加法（乘法）模型
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因素分解



因素分解理论

• 因素分解：xt = f (Tt,Ct, St, It)
• 常用的因素分解模型

- 加法模型：xt = Tt + St + Dt + It

- 乘法模型：xt = Tt × St × Dt × It

- 伪加法模型：xt = Tt × (St + Dt + It)

- 对数加法模型：ln xt = ln Tt + ln St + ln Dt + ln It

• 如何对 Tt，St 建模？
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例：中国社会消费品零售总额
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趋势效应的提取:移动平均法

• 移动平均法

M (xt) =
f∑︁

i=−k
𝜃ixt−i, ∀ k, f ∈ N+ (1)

• 当 k = 0且 f ≠ 0时，移动平均

• 当 k = f ≠ 0时，中心移动平均

M(xt)

• 复合移动平均：MP×Q (xt)
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一元一次线性趋势的提取：中心移动平均法

• 对于一元一次线性趋势 xt = a + bt + 𝜀t, 𝜀t ∼ N(0, 𝜎2)

M (xt) =

k∑︁
i=−k

𝜃ixt−i

=

k∑︁
i=−k

𝜃i [a + b(t − i) + 𝜀t−i]

= a
k∑︁

i=−k
𝜃i + bt

k∑︁
i=−k

𝜃i︸︷︷︸
=1

− b
k∑︁

i=−k
i𝜃i︸ ︷︷ ︸

=0

+
k∑︁

i=−k
𝜃i𝜀t−i

Var [M(xt)] =

k∑︁
i=−k

𝜃2
i 𝜎

2

• E [M(xt)] = E(xt)，且当 𝜃i =
1

2k+1 时，Var [M(xt)] 最小

• 当 𝜃i =
1

2k+1 时，称为简单中心移动平均法
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一元二次趋势的提取：简单中心移动平均法

• 对于一元二次趋势函数 xt = a + bt + ct2 + 𝜀t, 𝜀t ∼ N
(
0, 𝜎2

)
M (xt) =

1
2k + 1

k∑︁
i=−k

xt−i

=
1

2k + 1

k∑︁
i=−k

[
a + b(t − i) + c(t − i)2 + 𝜀t−i

]
= a + bt + ct2 + c

k(k + 1)
3

+ 1
2k + 1

k∑︁
i=−k

𝜀t−i

• E [M(xt)] ≠ E(xt)，且

E [M(xt)] − E (xt) =
k(k + 1)

3
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中国社会消费品零售总额趋势效应提取：移动平均法

• M2×12 (xt)：红色实线
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季节效应的提取：加法（乘法）模型中季节指数的构造

加法模型：

• 去除趋势效应

yt = xt − Tt = St + It

• 季节效应

y(i−1)m+j = ȳ + Sj + I(i−1)m+j

• 计算总均值

ȳ =

∑k
i=1

∑m
j=1 ym(i−1)+j

km

• 计算每季度均值

ȳj =
1
k

k∑︁
i=1

y(i−1)m+j

• 季节指数
Sj = ȳj − ȳ

乘法模型：

• 去除趋势效应

yt =
xt
Tt

= St × It

• 季节效应

y(i−1)m+j = ȳ × Sj × I(i−1)m+j

• 计算总均值

ȳ =

∑k
i=1

∑m
j=1 ym(i−1)+j

km

• 计算每季度均值

ȳj =
1
k

k∑︁
i=1

y(i−1)m+j

• 季节指数
Sj =

ȳj

ȳ
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中国社会消费品零售总额季节效应提取：构造季节指数
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中国社会消费品零售总额：剩余随机效应，It

• It = xt
TtSt
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指数平滑预测模型



简单指数平滑

• 几何级数（geometric sequence）和指数函数（expoential function）

• 指数平滑

x̂t+1 = 𝛼xt + 𝛼 (1 − 𝛼) xt−1 + 𝛼 (1 − 𝛼)2 xt−2 + · · ·

= 𝛼xt + (1 − 𝛼) [𝛼xt−1 + 𝛼 (1 − 𝛼) xt−2]

= 𝛼xt + (1 − 𝛼) x̂t (1)

• 简单指数平滑预测

x̂t+k = x̂t+1 = 𝛼xt + (1 − 𝛼) x̂t, ∀ k ⩾ 1
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Holt两参数指数平滑

• 线性趋势序列 xt = a0 + bt + 𝜀t

• 递归表达

xt = a0 + b (t − 1)︸          ︷︷          ︸
:=at−1

+ b + 𝜀t︸︷︷︸
:=bt−1

; xt+1 = a0 + bt︸ ︷︷ ︸
:=at

+ b + 𝜀t+1︸   ︷︷   ︸
:=bt

如何得到 ât 和 b̂t?
• Holt两参数指数平滑

- 初始化
â0 = x0

b̂0 = x1 − x0 或者 {∇xt } 的均值

- 指数平滑 ât , b̂t

ât = 𝛼xt + (1 − 𝛼)
(̂
at−1 + b̂t−1

)
b̂t = 𝛽 (ât − ât−1) + (1 − 𝛽) b̂t−1

• Holt两参数指数平滑预测

x̂t+k = ât + b̂tk, ∀k ⩾ 1
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Holt-Winters三参数指数平滑：季节加法模型

• 考虑季节加法模型 xt = a0 + bt + ct + 𝜀t

• 递归表达

xt = a0 + b(t − 1)︸         ︷︷         ︸
:=at−1

+ b + 𝜀t︸︷︷︸
:=bt−1

+ ct︸︷︷︸
:=Sj+et

xt+1 = a0 + bt︸ ︷︷ ︸
:=at

+ b + 𝜀t+1︸   ︷︷   ︸
:=bt

+ ct+1︸︷︷︸
:=Sj+et+1

其中，S1, S2, . . . , Sm 为 m期季节指数。

• ât, b̂t, ĉt ?
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Holt-Winters三参数指数平滑：季节加法模型

• Holt-Winters三参数指数平滑
- 初始化

â0 = x0

b̂0 = 1
m

(
xm+1−x1

m + xm+2−x2
m + · · · + xm+m−xm

m

)
ĉj =

1
k
∑k

i=1
[
xm(i−1)+j − Ai

]
for j = 1, 2, . . . , m

其中，Ai =

∑m
j=1 xm(i−1)+j

m for i = 1, 2, . . . , k

- 指数平滑 ât , b̂t , ĉt

ât = 𝛼 [xt − ĉt−m ] + (1 − 𝛼)
(̂
at−1 + b̂t−1

)
b̂t = 𝛽 [̂at − ât−1 ] + (1 − 𝛽) b̂t−1

ĉt = 𝛾∗
[
xt − ât−1 − b̂t−1

]
+
(
1 − 𝛾∗

)
ĉt−m

=
𝛾∗

1 − 𝛼
[xt − ât ] +

(
1 − 𝛾∗

1 − 𝛼

)
ĉt−m

• Holt-Winters三参数指数平滑预测

x̂t+k = ât + b̂tk + ĉt+k, ∀k ⩾ 1, 且 ĉt+k = ĉmod(t+k,m)
(
或 ĉt+k = Ŝmod(t+k,m)

)
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Holt-Winters三参数指数平滑：季节乘法模型

• 考虑季节乘法模型 xt = (a0 + bt + 𝜀t) ct

• 递归表达

xt =

 a0 + b(t − 1)︸         ︷︷         ︸
:=at−1

+ b + 𝜀t︸︷︷︸
:=bt−1

 ct︸︷︷︸
:=Sj+et
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Holt-Winters三参数指数平滑：季节乘法模型

• Holt-Winters三参数指数平滑
- 初始化

â0 = x0

b̂0 = 1
m

(
xm+1−x1

m + xm+2−x2
m + · · · + xm+m−xm

m

)
ĉj =

[
1
k
∑k

i=1 xm(i−1)+j

] /
Ā for j = 1, 2, . . . , m

其中，̄A =

∑k
i=1

∑m
j=1 xm(i−1)+j

km for i = 1, 2, . . . , k

- 指数平滑 ât , b̂t , ĉt

ât = 𝛼 [xt /̂ct−m ] + (1 − 𝛼)
(̂
at−1 + b̂t−1

)
b̂t = 𝛽 [̂at − ât−1 ] + (1 − 𝛽) b̂t−1

ĉt = 𝛾∗
[
xt

/ (̂
at−1 + b̂t−1

)]
+
(
1 − 𝛾∗

)
ĉt−m

• Holt-Winters三参数指数平滑预测

x̂t+k =

[̂
at + b̂tk

]
ĉt+k, ∀k ⩾ 1且 ĉt+k = ĉmod(t+k,m)

(
或 ĉt+k = Ŝmod(t+k,m)

)
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ARIMA加法（乘法）模型



ARIMA加法模型

• 季节效应、趋势效应、随机效应线性叠加

xt = St + Tt + It

• 原始时间序列数据 xt 在经过趋势差分、季节差分之后，可转换为平稳的基于

ARMA模型进行分析的平稳序列

∇S∇dxt =
Θ(B)
Φ(B) 𝜀t

• 记为 ARIMA(p, (d, S), q)或者 ARIMA(p, d, q) × (0, 1, 0)S
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例：1962–1991年德国工人季度失业率
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1962–1991年德国工人季度失业率: 1阶 4步差分（∇4∇1）
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1962–1991年德国工人季度失业率: 1阶 4步差分序列平稳性检验
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1962–1991年德国工人季度失业率: 1阶 4步差分序列随机性检验
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1962–1991年德国工人季度失业率:1阶 4步差分序列自相关图和偏自相关图
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1962–1991年德国工人季度失业率: ARIMA加法模型分析

• stats::arima

• 模型

(1 − B)
(
1 − B4

)
xt =

1
1 − 0.4449B + 0.272B4 𝜀t, Var(𝜀t) = 0.09266
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1962–1991年德国工人季度失业率: ARIMA加法模型拟合、预测

Forecasts from ARIMA(4,1,0)(0,1,0)[4]
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• 实线表示失业率拟合值和预测值
• 虚线表示失业率观测值
• 深色阴影部分表示 80%置信区间，浅色阴影部分表示 95%置信区间

陈垚翰 (AHU) 24 / 32



ARIMA乘法模型

• 短期相关性用 ARMA(p, q) 提取
• 季节相关性用 S（周期长度）步长的 ARMA(P,Q) 提取
• 短期相关性和季节效应具有乘积关系

∇d∇D
S xt =

Θ(B)
Φ(B)

ΘS (B)
ΦS (B)

𝜀t

或者，

Φ(B)ΦS (B)∇d∇D
S xt = Θ(B)ΘS (B)𝜀t
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例：美国女性（20岁以上）月度失业率
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美国女性（20岁以上）月度失业率: 1阶 12步差分（∇1∇1
12）
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美国女性（20岁以上）月度失业率: 1阶 12步差分序列平稳性检验
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美国女性（20岁以上）月度失业率: 1阶 12步差分序列随机性检验
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美国女性（20岁以上）月度失业率: 1阶 12步差分序列自相关图和偏自相关图
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美国女性（20岁以上）月度失业率: ARIMA乘法模型分析

• stats::arima

• 模型
∇∇12xt =

1 + 0.6030B
1 + 0.7265B

(
1 − 0.7918B12

)
𝜀t

• 注意，在 R的 stats::arima函数中，ARMA(p, q) 模型表示为

xt − 𝜙1xt−1 − 𝜙2xt−2 − · · · − 𝜙pxt−p = 𝜀t + 𝜃1𝜀t−1 + · · · + 𝜃q𝜀t−q
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美国女性（20岁以上）月度失业率: ARIMA乘法模型拟合、预测

Forecasts from ARIMA(1,1,1)(0,1,1)[12]
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• 实线表示失业率拟合值和预测值
• 虚线表示失业率观测值
• 深色阴影部分表示 80%置信区间，浅色阴影部分表示 95%置信区间
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