
时间序列分析：作业 2

1. 考虑 AR(1) 模型 𝑥𝑡 = 𝜙𝑥𝑡−1 + 𝜀𝑡，𝜀𝑡
i.i.d.∼

(
0, 𝜎2

𝜀

)
，|𝜙| < 1

(1) 对任意 𝑖，计算 𝜎2
𝑥 = Var(𝑥𝑡 )，Cov (𝑥𝑡 , 𝑥𝑡+𝑖) .

参考答案

𝜎2
𝑥 = Var(𝑥𝑡 ) =

𝜎2
𝜀

1 − 𝜙2 , Cov (𝑥𝑡 , 𝑥𝑡+𝑖) = 𝜙 |𝑖 |𝜎2
𝑥

(2) 通过计算说明 𝜙𝑜𝑙𝑠 =
1
𝑇

∑
𝑥𝑡 𝑥𝑡−1

1
𝑇

∑
𝑥2
𝑡−1

≡ 𝑈𝑇

𝑉𝑇
，𝑈𝑇 = 1

𝑇

∑
𝑥𝑡𝑥𝑡−1，𝑉𝑇 = 1

𝑇

∑
𝑥2
𝑡−1.

(3) Priestley (1981)有如下公式

E (𝑥𝑡𝑥𝑡+𝑟𝑥𝑠𝑥𝑠+𝑟+𝑣) = E (𝑥𝑡𝑥𝑡+𝑟 ) E (𝑥𝑠𝑥𝑠+𝑟+𝑣) + E (𝑥𝑡𝑥𝑠) E (𝑥𝑡+𝑟𝑥𝑠+𝑟+𝑣)

+ E (𝑥𝑡𝑥𝑠+𝑟+𝑣) E (𝑥𝑡+𝑟𝑥𝑠)
通过计算说明

Cov
(
𝑥2
𝑡 , 𝑥𝑠𝑥𝑠+1

)
= 2 E (𝑥𝑡𝑥𝑠) E (𝑥𝑡𝑥𝑠+1) = 2 Cov (𝑥𝑡 , 𝑥𝑠) Cov (𝑥𝑡 , 𝑥𝑠+1)

Cov
(
𝑥2
𝑡 , 𝑥

2
𝑠

)
= 2 E (𝑥𝑡𝑥𝑠) E (𝑥𝑡𝑥𝑠) = 2 [Cov (𝑥𝑡 , 𝑥𝑠)]2 .

参考答案

Cov
(
𝑥2
𝑡 , 𝑥𝑠𝑥𝑠+1

)
= E

(
𝑥2
𝑡 𝑥𝑠𝑥𝑠+1

)
− E

(
𝑥2
𝑡

)
E (𝑥𝑠𝑥𝑠+1)

= E
(
𝑥2
𝑡

)
E (𝑥𝑠𝑥𝑠+1) + E (𝑥𝑡𝑥𝑠) E (𝑥𝑡𝑥𝑠+1) + E (𝑥𝑡𝑥𝑠+1) E (𝑥𝑡𝑥𝑠) − E

(
𝑥2
𝑡

)
E (𝑥𝑠𝑥𝑠+1)

= 2 E (𝑥𝑡𝑥𝑠) E (𝑥𝑡𝑥𝑠+1) = 2 Cov (𝑥𝑡 , 𝑥𝑠) Cov (𝑥𝑡 , 𝑥𝑠+1)

类似地可以说明

Cov
(
𝑥2
𝑡 , 𝑥

2
𝑠

)
= 2 E (𝑥𝑡𝑥𝑠) E (𝑥𝑡𝑥𝑠) = 2 [Cov (𝑥𝑡 , 𝑥𝑠)]2

(4) 计算 Cov (𝑈𝑇 , 𝑉𝑇 )，Var (𝑉𝑇 ).

参考答案

Cov (𝑈𝑇 , 𝑉𝑇 ) = Cov
(

1
𝑇

∑︁
𝑥𝑡𝑥𝑡−1,

1
𝑇

∑︁
𝑥2
𝑡−1

)
=

1
𝑇2

∑︁∑︁
Cov

(
𝑥2
𝑡 , 𝑥𝑠𝑥𝑠+1

)
=

2
𝑇2

∑︁∑︁
Cov (𝑥𝑡 , 𝑥𝑠) Cov (𝑥𝑡 , 𝑥𝑠+1)

= 𝜎4
𝑥

2
𝑇2

∑︁∑︁
𝜙 |𝑡−𝑠 |𝜙 |𝑡−𝑠−1 |

1



其中，

2𝜎4
𝑥

𝑇2

∑︁∑︁
𝜙 |𝑡−𝑠 |𝜙 |𝑡−𝑠−1 | =

2𝜎4
𝑥

𝑇2

[
𝑇𝜙 + (𝑇 − 1) (𝜙 + 𝜙3) + (𝑇 − 2) (𝜙3 + 𝜙5) + · · · + (𝜙2𝑇−3 + 𝜙2𝑇−1)

]
=

2𝜎4
𝑥

𝑇2

[
(2𝑇 − 1)𝜙 + (2𝑇 − 3)𝜙3 + (2𝑇 − 5)𝜙5 + · · · + (2𝑇 − 3)𝜙2𝑇−3 + 𝜙2𝑇−1]

=
2𝜎4

𝑥

𝑇2
2𝑇𝜙

1 − 𝜙2 + 𝑜

(
𝑇−1

)

Var (𝑉𝑇 ) = Var
(

1
𝑇

∑︁
𝑥2
𝑡−1

)
=

1
𝑇2

∑︁∑︁
Cov

(
𝑥2
𝑡 , 𝑥

2
𝑠

)
=

2
𝑇2

∑︁∑︁
[Cov (𝑥𝑡 , 𝑥𝑠)]2

=
2𝜎4

𝑥

𝑇2

∑︁∑︁
𝜙2 |𝑡−𝑠 |

其中，

2𝜎4
𝑥

𝑇2

∑︁∑︁
𝜙2 |𝑡−𝑠 | =

2𝜎4
𝑥

𝑇2

[
𝑇 + 2(𝑇 − 1)𝜙 + 2(𝑇 − 2)𝜙2 + · · · + 2𝜙𝑇−1]

=
2𝜎4

𝑥

𝑇2
𝑇 (1 + 𝜙2)

1 − 𝜙2 + 𝑜

(
𝑇−1

)

(5) 通过计算说明

E
(
𝜙𝑜𝑙𝑠

)
= E

(
𝑈𝑇

𝑉𝑇

)
=

E (𝑈𝑇 )
E (𝑉𝑇 )

− Cov (𝑈𝑇 , 𝑉𝑇 )
E2 (𝑉𝑇 )

+ E (𝑈𝑇 ) Var (𝑉𝑇 )
E3 (𝑉𝑇 )

+ 𝑜

(
𝑇−1

)
.

(6) 在(1)-(5)的基础上通过计算说明

E
(
𝜙𝑜𝑙𝑠

)
= 𝜙 − 2𝜙

𝑇
+ 𝑜

(
𝑇−1

)
.

参考答案.

E
(
𝜙𝑜𝑙𝑠

)
= E

(
𝑈𝑇

𝑉𝑇

)
=

E (𝑈𝑇 )
E (𝑉𝑇 )

− Cov (𝑈𝑇 , 𝑉𝑇 )
E2 (𝑉𝑇 )

+ E (𝑈𝑇 ) Var (𝑉𝑇 )
E3 (𝑉𝑇 )

+ 𝑜

(
𝑇−1

)
=

𝜙𝜎2
𝑥

𝜎2
𝑥

− 2𝜎4
𝑥

𝑇2
2𝑇𝜙

1 − 𝜙2
1
𝜎4
𝑥

+ 𝜙𝜎2
𝑥2𝜎4

𝑥𝑇 (1 + 𝜙2)
𝑇2 (1 − 𝜙2)𝜎6

𝑥

+ 𝑜

(
𝑇−1

)
= 𝜙 − 4𝜙

𝑇 (1 − 𝜙2)
+ 2𝜙(1 + 𝜙2)

𝑇 (1 − 𝜙2)
+ 𝑜

(
𝑇−1

)
= 𝜙 +

2𝜙
(
1 + 𝜙2 − 2

)
𝑇 (1 − 𝜙2)

+ 𝑜

(
𝑇−1

)
= 𝜙 − 2𝜙

𝑇
+ 𝑜

(
𝑇−1

)

2. 令

𝑢𝑡 = 𝜓(𝐵)𝜀𝑡 =
∞∑︁
𝑗=0

𝜓 𝑗𝜀𝑡− 𝑗

其中，𝜀𝑡
i.i.d.∼ (0, 𝜎2)，𝜓(𝐵) =

∑∞
𝑗=0 𝜓 𝑗𝐵

𝑗，且
∑∞

𝑗=0 𝑗 |𝜓 𝑗 | < ∞.
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(1) 说明 {𝑢𝑡 }是宽平稳序列.

参考答案

由MA(∞)的形式可知，说明 {𝑢𝑡 }的平稳性只需要证明

Var (𝑢𝑡 ) =
∞∑︁
𝑗=0

|𝜓 𝑗 |2 < ∞

而显然
∑∞

𝑗=0 |𝜓 𝑗 |2 <

(∑∞
𝑗=0 |𝜓 𝑗 |

) (∑∞
𝑗=0 |𝜓 𝑗 |

)
，

∑∞
𝑗=0 |𝜓 𝑗 | <

∑∞
𝑗=0 𝑗 |𝜓 𝑗 | < ∞，所以

∑∞
𝑗=0 |𝜓 𝑗 |2 <

∞

(2) 通过计算证明
𝑡∑︁

𝑖=1
𝑢𝑖 =

𝑡∑︁
𝑖=1

∞∑︁
𝑗=0

𝜓 𝑗𝜀𝑖− 𝑗

=

∞∑︁
𝑗=0

𝜓 𝑗

𝑡∑︁
𝑖=1

𝜀𝑖 + 𝜂𝑡 − 𝜂0

其中，

𝜂𝑡 =

∞∑︁
𝑗=0

𝛼 𝑗𝜀𝑡− 𝑗 , 𝛼 𝑗 = −
(
𝜓 𝑗+1 + 𝜓 𝑗+2 + . . .

)
并说明 {𝜂𝑡 }是宽平稳序列.

参考答案

𝑡∑︁
𝑖=1

𝑢𝑖 =

𝑡∑︁
𝑖=1

∞∑︁
𝑗=0

𝜓 𝑗𝜀𝑖− 𝑗

= {𝜓0𝜀𝑡 + 𝜓1𝜀𝑡−1 + 𝜓2𝜀𝑡−2 + · · · + 𝜓𝑡𝜀0 + 𝜓𝑡+1𝜀−1 + · · · }

+ {𝜓0𝜀𝑡−1 + 𝜓1𝜀𝑡−2 + 𝜓2𝜀𝑡−3 + · · · + 𝜓𝑡−1𝜀0 + 𝜓𝑡𝜀−1 + · · · }

+ {𝜓0𝜀𝑡−2 + 𝜓1𝜀𝑡−3 + 𝜓2𝜀𝑡−4 + · · · + 𝜓𝑡−2𝜀0 + 𝜓𝑡−1𝜀−1 + · · · }

+ · · · + {𝜓0𝜀1 + 𝜓1𝜀0 + 𝜓2𝜀−1 + · · · }

= 𝜓0𝜀𝑡 + (𝜓0 + 𝜓1) 𝜀𝑡−1 + (𝜓0 + 𝜓1 + 𝜓2) 𝜀𝑡−2 + · · ·

+ (𝜓0 + 𝜓1 + 𝜓2 + · · · + 𝜓𝑡−1) 𝜀1 + (𝜓1 + 𝜓2 + · · · + 𝜓𝑡 ) 𝜀0

+ (𝜓2 + 𝜓3 + · · · + 𝜓𝑡+1) 𝜀−1 + · · ·

= (𝜓0 + 𝜓1 + 𝜓2 + · · · ) 𝜀𝑡 − (𝜓1 + 𝜓2 + 𝜓3 + · · · ) 𝜀𝑡

+ (𝜓0 + 𝜓1 + 𝜓2 + · · · ) 𝜀𝑡−1 − (𝜓2 + 𝜓3 + · · · ) 𝜀𝑡−1

+ (𝜓0 + 𝜓1 + 𝜓2 + · · · ) 𝜀𝑡−2 − (𝜓3 + 𝜓4 + · · · ) 𝜀𝑡−2 + · · ·

+ (𝜓0 + 𝜓1 + 𝜓2 + · · · ) 𝜀1 − (𝜓𝑡 + 𝜓𝑡+1 + · · · ) 𝜀1

+ (𝜓1 + 𝜓2 + 𝜓3 + · · · ) 𝜀0 − (𝜓𝑡+1 + 𝜓𝑡+2 + · · · ) 𝜀0

+ (𝜓2 + 𝜓3 + 𝜓4 + · · · ) 𝜀−1 − (𝜓𝑡+2 + 𝜓𝑡+3 + · · · ) 𝜀−1 + · · ·
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即
∑𝑡

𝑖=1 𝑢𝑖 =
∑∞

𝑗=0 𝜓 𝑗

∑𝑡
𝑖=1 𝜀𝑖 + 𝜂𝑡 − 𝜂0，

𝜂𝑡 = − (𝜓1 + 𝜓2 + 𝜓3 + · · · )︸                       ︷︷                       ︸
𝛼0

𝜀𝑡 − (𝜓2 + 𝜓3 + 𝜓4 + · · · )︸                       ︷︷                       ︸
𝛼1

𝜀𝑡−1

− (𝜓3 + 𝜓4 + 𝜓5 + · · · )︸                       ︷︷                       ︸
𝛼2

𝜀𝑡−2 − · · ·

𝜂0 = − (𝜓1 + 𝜓2 + 𝜓3 + · · · )︸                       ︷︷                       ︸
𝛼0

𝜀0 − (𝜓2 + 𝜓3 + 𝜓4 + · · · )︸                       ︷︷                       ︸
𝛼1

𝜀−1

− (𝜓3 + 𝜓4 + 𝜓3 + · · · )︸                       ︷︷                       ︸
𝛼2

𝜀−2 − · · · .

此外，
∞∑︁
𝑗=1

��𝛼 𝑗

�� = |𝜓1 + 𝜓2 + 𝜓3 + · · · | + |𝜓2 + 𝜓3 + 𝜓4 + · · · | + |𝜓3 + 𝜓4 + 𝜓5 + · · · | + · · ·

⩽ {|𝜓1 | + |𝜓2 | + |𝜓3 | + · · · } + {|𝜓2 | + |𝜓3 | + |𝜓4 | + · · · } + {|𝜓3 | + |𝜓4 | + |𝜓𝑠 | + · · · } + · · ·

= |𝜓1 | + 2 |𝜓2 | + 3 |𝜓3 | + · · ·

=

∞∑︁
𝑗=0

𝑗 |𝜓 𝑗 | < ∞

所以，𝜂𝑡 =
∑∞

𝑗=0 𝛼 𝑗𝜀𝑡− 𝑗 是宽平稳序列.

(3) 假设 𝑦𝑡 由 ARIMA(𝑝, 1, 𝑞) 生成，且 𝑢𝑡 = ∇𝑦𝑡，利用 (1) 和 (2) 中的结果说明 𝑦𝑡 可以分解成

ARIMA(0,1,0)序列和平稳序列之和.

参考答案

𝑦𝑡 =

𝑡∑︁
𝑖=1

∇𝑦𝑡 + 𝑦0 =

𝑡∑︁
𝑖=1

𝑢𝑡 + 𝑦0 =

∞∑︁
𝑗=0

𝜓 𝑗

𝑡∑︁
𝑖=1

𝜀𝑡 + 𝜂𝑡 + (𝑌0 − 𝜂0) ,

其中，
∑∞

𝑗=0 𝜓 𝑗

∑𝑡
𝑖=1 𝜀𝑡 是 ARIMA(0, 1, 0)序列，𝜂𝑡 由 (2)可知是平稳序列. 这一分解也称之为

Beveridge-Nelson分解.
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