
时间序列分析（初级）：作业 1

1. 《应用时间序列分析》 P.74习题 1、2、3、5、12.

2. 假设 𝑥𝑡 = 𝜙1𝑥𝑡−1 + 𝜀𝑡 且 𝜀𝑡
i.i.d.∼

(
0, 𝜎2) . 𝑥0 = 0,样本观测为 𝑥1, 𝑥2 · · · , 𝑥𝑇 .

(1) 写出 𝜙1的 OLS估计量 𝜙1，并推导当 𝜙1 = 1且 𝑇 → ∞时， 𝑇
(
𝜙1 − 1

)
的极限分布.

(2) 记 𝑠𝑒
(
𝜙1

)
为 𝜙1 的样本标准差，给出当 𝜙1 = 1 且 𝑇 → ∞ 时， 𝜙1 − 1

𝑠𝑒
(
𝜙1

) 的极限分布. （提

示：记 𝑆2
𝑇
= 1

𝑇

∑𝑇
𝑡=1 𝜀

2
𝑡， 其中 𝜀𝑡 = 𝑥𝑡 − 𝜙1𝑥𝑡−1. 当 𝑇 → ∞ 时，𝑆2

𝑇

𝑝
→ 𝜎2. 此外，𝑠𝑒

(
𝜙1

)
=√︂

𝑆2
𝑇

/∑𝑇
𝑡=1 𝑥

2
𝑡−1）.
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课堂上的主要推导，帮助大家熟悉：

1 阶梯函数和泛函型中心极限定理

因为定义阶梯函数如下

𝑥𝑇 (𝑟) =
1
𝑇

[𝑇𝑟 ]∑︁
𝑡=1

𝜀𝑡 =



0 0 ⩽ 𝑟 < 1/𝑇

𝜀1/𝑇 1/𝑇 ⩽ 𝑟 < 2/𝑇

(𝜀1 + 𝜀2) /𝑇 2/𝑇 ⩽ 𝑟 < 3/𝑇
...

(𝜀1 + 𝜀2 + · · · + 𝜀𝑇 ) /𝑇 𝑟 = 1
其中，𝜀𝑡

i.i.d.∼
(
0, 𝜎2) .

并且由泛函型中心极限定理可知当 𝑇 → ∞时√
𝑇𝑥𝑇 (·)
𝜎

𝑑→ 𝑊 (·),

或者记为
√
𝑇𝑥𝑇 (𝑟)

𝑑→ 𝜎𝑊 (𝑟).

2 几类 Reimann Sum

对于 AR(1)模型，𝑥𝑡 = 𝜙1𝑥𝑡−1 + 𝜀𝑡，在 𝐻0 : 𝜙1 = 1且 𝑥0 = 0时，

𝑥𝑡 = 𝜀1 + 𝜀2 + · · · + 𝜀𝑡

𝑥𝑇 = 𝜀1 + 𝜀2 + · · · + 𝜀𝑇

所以

𝑥𝑇 (𝑟) =
1
𝑇

[𝑇𝑟 ]∑︁
𝑡=1

𝜀𝑡 =



0 0 ⩽ 𝑟 < 1/𝑇

𝑥1/𝑇 1/𝑇 ⩽ 𝑟 < 2/𝑇

𝑥2/𝑇 2/𝑇 ⩽ 𝑟 < 3/𝑇
...

𝑥𝑇/𝑇 𝑟 = 1

2.1 Reimann sum 1

𝑥1

𝑇2 + 𝑥2

𝑇2 + · · · + 𝑥𝑇−1

𝑇2

=
1
𝑇

( 𝑥1
𝑇

+ 𝑥2
𝑇

+ · · · + 𝑥𝑇−1
𝑇

)
→

� 1

0
𝑥𝑇 (𝑟)𝑑𝑟
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2.2 Reimann sum 2

1
𝑇3/2

𝑇∑︁
𝑡=1

𝑥𝑡−1 =
𝑥1

𝑇3/2 + 𝑥2

𝑇3/2 + · · · + 𝑥𝑇−1

𝑇3/2

=

(
1
𝑇

) [
𝑥1√
𝑇
+ 𝑥2√

𝑇
+ · · · + 𝑥𝑇−1√

𝑇

]
︸                                  ︷︷                                  ︸

� 1
0
√
𝑇𝑥𝑇 (𝑟 )𝑑𝑟

𝑑−→ 𝜎

� 1

0
𝑊 (𝑟)𝑑𝑟

考虑变换后的阶梯函数

𝑇 [𝑥𝑇 (𝑟)]2 =

[√
𝑇𝑥𝑇 (𝑟)

]2
=



0 0 ⩽ 𝑟 < 1/𝑇

𝑥2
1/𝑇 1/𝑇 ⩽ 𝑟 < 2/𝑇

𝑥2
2/𝑇 2/𝑇 ⩽ 𝑟 < 3/𝑇

...

𝑥2
𝑇/𝑇 𝑟 = 1

2.3 Reimann sum 3

1
𝑇2

𝑇∑︁
𝑡=1

𝑥2
𝑡−1 =

𝑥2
1

𝑇2 +
𝑥2

2
𝑇2 + · · · +

𝑥2
𝑇−1
𝑇2

=

(
1
𝑇

) [
𝑥2

1
𝑇

+
𝑥2

2
𝑇

+ · · · +
𝑥2
𝑇−1
𝑇

]
︸                                ︷︷                                ︸

� 1
0

[√
𝑇𝑥𝑇 (𝑟 )

]2
𝑑𝑟

𝑑−→ 𝜎2
� 1

0
[𝑊 (𝑟)]2𝑑𝑟 (†)

2.4 在 𝐻0下的 Dickey-Fuller统计量

在 𝐻0下，

𝜙1 − 1 =

∑
𝑥𝑡−1𝜀𝑡∑
𝑥2
𝑡−1

.

因为 2𝑥𝑡−1𝜀𝑡 = 𝑥2
𝑡 − 𝑥2

𝑡−1 − 𝜀2
𝑡，所以在 𝐻0下

1
𝑇

𝑇∑︁
𝑡=1

𝑥𝑡−1𝜀𝑡 =
1

2𝑇

𝑇∑︁
𝑡=1

(
𝑥2
𝑡 − 𝑥2

𝑡−1 − 𝜀2
𝑡

)
=

1
2𝑇

𝑥2
𝑇 − 1

2𝑇

𝑇∑︁
𝑡=1

𝜀2
𝑡
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因为 𝑥𝑇 = 𝜀1 + 𝜀2 + · · · + 𝜀𝑇

1
2𝑇

𝑥2
𝑇 =

1
2

(
𝑥𝑇√
𝑇

)2

𝑑−→ 𝜎2 1
2
[𝑊 (1)]2

(
or 𝜎2 1

2
𝜒2
(1)

)
同时根据大数定律，

1
𝑇

𝑇∑︁
𝑡=1

𝜀2
𝑡 → 𝜎2

因此，

1
𝑇

𝑇∑︁
𝑡=1

𝑥𝑡−1𝜀𝑡
𝑑−→ 𝜎2

2

{
𝜒2
(1) − 1

}
. (‡)

结合 (†) 和 (‡)，有在 𝐻0下

𝑇
(
𝜙1 − 1

)
=

(1/𝑇)
∑𝑇

𝑡=1 𝑥𝑡−1𝜀𝑡

(1/𝑇2)
∑𝑇

𝑡=1 𝑥
2
𝑡−1

𝑑−→
𝜎2

2
{
[𝑊 (1)]2 − 1

}
𝜎2

� 1
0 [𝑊 (𝑟)]2𝑑𝑟

注意在 𝐻0下

1
𝑇

𝑇∑︁
𝑡=1

𝑥𝑡−1𝜀𝑡 =

𝑇∑︁
𝑡=1

𝑥𝑡−1√
𝑇

𝜀𝑡√
𝑇

𝑑−→ 𝜎2
� 1

0
𝑊 (𝑟)𝑑𝑊 (𝑟),

所以，等价有

𝑇
(
𝜙1 − 1

) 𝑑−→
� 1

0 𝑊 (𝑟)𝑑𝑊 (𝑟)� 1
0 [𝑊 (𝑟)]2𝑑𝑟

.
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