
时间序列分析（初级）：作业 1参考答案

2. 假设序列 {𝑥𝑡 }由 AR(1) 模型生成，𝑥𝑡 = 𝜙𝑥𝑡−1 + 𝜀𝑡，且 |𝜙| < 1，𝜀𝑡 ∼
(
0, 𝜎2

𝜀

)
，{𝜀𝑡 }独立同分布.

(1) 推导 {𝑥𝑡 }的自协方差函数 𝛾𝑥 (𝑘)，𝑘 ⩾ 0的表达式.
(2) 令 𝑧𝑡 = 𝑥𝑡 − 𝑥𝑡−1，以 𝜙和 𝜎2

𝜀 表示 {𝑧𝑡 }的自协方差函数 𝛾𝑧 (𝑘).
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(1) 由 |𝜙 | < 1，AR(1)模型有传递形式

𝑥𝑡 = (1 − 𝜙𝐵)−1 𝜀𝑡 =
∞∑
𝑗=0

𝜙 𝑗𝜀𝑡− 𝑗 ,

由 {𝜀𝑡 }独立同分布，对 𝑘 ⩾ 0有

𝛾𝑥 (𝑘) = Cov (𝑥𝑡 , 𝑥𝑡−𝑘) =
∞∑
𝑗=0

𝜙 𝑗𝜙 𝑗+𝑘𝜎2
𝜀

= 𝜙𝑘
∞∑
𝑗=0

𝜙2 𝑗𝜎2
𝜀 = 𝜙𝑘𝛾𝑥 (0),

且

𝛾𝑥 (0) = Var (𝑥𝑡 ) =
𝜎2
𝜀

1 − 𝜙2
,

所以

𝛾𝑥 (𝑘) =
𝜙𝑘

1 − 𝜙2
𝜎2
𝜀 , 𝑘 ⩾ 0.

(2) 由 𝑧𝑡 = 𝑥𝑡 − 𝑥𝑡−1，

𝛾𝑧 (𝑘) = Cov (𝑧𝑡 , 𝑧𝑡−𝑘)

= Cov (𝑥𝑡 − 𝑥𝑡−1, 𝑥𝑡−𝑘 − 𝑥𝑡−1−𝑘)

= Cov (𝑥𝑡 , 𝑥𝑡−𝑘) + Cov (𝑥𝑡 ,−𝑥𝑡−𝑘−1)

+ Cov (−𝑥𝑡−1, 𝑥𝑡−𝑘) + Cov (−𝑥𝑡−1,−𝑥𝑡−𝑘−1)

=
[
𝜙𝑘 − 𝜙𝑘+1 − 𝜙𝑘−1 + 𝜙𝑘

] 𝜎2
𝜀

1 − 𝜙2

=
(
2𝜙 − 𝜙2 − 1

)
𝜙𝑘−1 𝜎2

𝜀

1 − 𝜙2

= − (1 − 𝜙)2

1 − 𝜙2
𝜙𝑘−1𝜎2

𝜀

= − 1 − 𝜙

1 + 𝜙
𝜙𝑘−1𝜎2

𝜀 , 𝑘 ⩾ 1.

当 𝑘 = 0时，𝛾𝑧 (0) = 2𝛾𝑥 (0) − 2𝛾𝑥 (1) =
2𝜎2

𝜀

1 + 𝜙
（即方差，供批改参考）.

3. 假设 𝑥𝑡 = 𝜙1𝑥𝑡−1 + 𝜀𝑡 且 𝜀𝑡
i.i.d.∼

(
0, 𝜎2

)
. 𝑥0 = 0,样本观测为 𝑥1, 𝑥2 · · · , 𝑥𝑇 .

(1) 写出 𝜙1 的 OLS估计量 𝜙1，并推导当 𝜙1 = 1且 𝑇 → ∞时， 𝑇
(
𝜙1 − 1

)
的极限分布.
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(2) 记 𝑠𝑒
(
𝜙1

)
为 𝜙1 的样本标准差，给出当 𝜙1 = 1 且 𝑇 → ∞ 时， 𝜙1 − 1

𝑠𝑒
(
𝜙1

) 的极限分布. （提

示：记 𝑆2𝑇 = 1
𝑇

∑𝑇
𝑡=1 𝜀

2
𝑡， 其中 𝜀𝑡 = 𝑥𝑡 − 𝜙1𝑥𝑡−1. 当 𝑇 → ∞ 时，𝑆2𝑇

𝑝→ 𝜎2. 此外，𝑠𝑒
(
𝜙1

)
=√

𝑆2𝑇

/∑𝑇
𝑡=1 𝑥

2
𝑡−1）.
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本题两问的完整推导即课堂关于 Dickey-Fuller单位根检验的推导，已原文附于本作业附录（“课堂
上的主要推导”）：包括附录 §1（阶梯函数和泛函型中心极限定理）、§2.3（Riemann sum 3，式 (†)）
以及 §2.4（在 𝐻0 下的 Dickey-Fuller统计量，式 (‡)）. 此处仅给出要点与最终结论.
(1) 𝜙1 的 OLS估计量为

𝜙1 =

∑𝑇
𝑡=1 𝑥𝑡−1𝑥𝑡∑𝑇
𝑡=1 𝑥

2
𝑡−1

.

在 𝐻0 : 𝜙1 = 1且 𝑥0 = 0下，𝑥𝑡 = 𝜀1 + 𝜀2 + · · · + 𝜀𝑡，且

𝜙1 − 1 =

∑𝑇
𝑡=1 𝑥𝑡−1𝜀𝑡∑𝑇
𝑡=1 𝑥

2
𝑡−1

.

于是

𝑇
(
𝜙1 − 1

)
=

(1/𝑇)
∑𝑇

𝑡=1 𝑥𝑡−1𝜀𝑡(
1/𝑇2

) ∑𝑇
𝑡=1 𝑥

2
𝑡−1

,

分子分母分别由附录式 (‡) 和式 (†) 给出，即
1

𝑇

𝑇∑
𝑡=1

𝑥𝑡−1𝜀𝑡
𝑑−→ 𝜎2

2

{
[𝑊 (1)]2 − 1

}
,

1

𝑇2

𝑇∑
𝑡=1

𝑥2𝑡−1
𝑑−→ 𝜎2

ˆ 1

0
[𝑊 (𝑟)]2 𝑑𝑟,

所以

𝑇
(
𝜙1 − 1

)
𝑑−→

1
2

{
[𝑊 (1)]2 − 1

}
´ 1
0 [𝑊 (𝑟)]2 𝑑𝑟

=

´ 1
0 𝑊 (𝑟)𝑑𝑊 (𝑟)´ 1
0 [𝑊 (𝑟)]2 𝑑𝑟

,

其中𝑊 (𝑟)为标准布朗运动. 该极限分布即 Dickey-Fuller分布，是非标准的（非正态）分布，其
分位数由模拟给出.

(2) 由提示，𝑠𝑒
(
𝜙1

)
=

√
𝑆2𝑇

/∑𝑇
𝑡=1 𝑥

2
𝑡−1，且 𝑆2𝑇

𝑝→ 𝜎2（记 𝑆𝑇 =
√
𝑆2𝑇，则 𝑆𝑇

𝑝→ 𝜎），于是

𝜙1 − 1

𝑠𝑒
(
𝜙1

) =
(
𝜙1 − 1

) (∑𝑇
𝑡=1 𝑥

2
𝑡−1

)1/2
𝑆𝑇

= 𝑇
(
𝜙1 − 1

)
· 1

𝑆𝑇

(
1

𝑇2

𝑇∑
𝑡=1

𝑥2𝑡−1

)1/2
,

由 Slutsky定理、𝑆𝑇
𝑝→ 𝜎以及附录中式 (†) 与 (‡) 的联合收敛，𝜎被约去，

𝜙1 − 1

𝑠𝑒
(
𝜙1

) 𝑑−→
1
2

{
[𝑊 (1)]2 − 1

}{´ 1
0 [𝑊 (𝑟)]2 𝑑𝑟

}1/2 ,
即 Dickey-Fuller 𝑡 统计量的（非标准）极限分布.
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