
时间序列分析（初级）：期中考试试卷

（开卷）（参考答案）

2024-25第一学期

任课教师: 陈垚翰

安徽大学大数据与统计学院

考试时间：2024年10月28日-2024年11月4日

• 试卷总共有 6道大题；
• 2、3、4、5、6大题含有多个小题；
• 完成所有问题并详细展示必要的推导和演算过程；
• 可以参阅课本、讲义和相关资料，但是必须独立完成试题；
• 打印试卷，并用 A4作业纸作答，将试卷与作业纸装订提交；
• 试卷总分为 100分；
• 在 2024年 11月 4日（周一）课前交卷；
• Good Luck!



1. 设 {𝑥𝑡 }和 {𝑦𝑡 }是相互独立的平稳序列，并且有相同的均值和自协方差函数 . 定义序列如下

𝑧𝑡 =

{
𝑥𝑡 , 𝑡 = 2𝑛 + 1
𝑦𝑡 , 𝑡 = 2𝑛

其中 𝑛为非负整数，讨论并说明 {𝑧𝑡 }是否是宽平稳序列.

参考答案

设 E(𝑥𝑡 ) = E(𝑦𝑡 ) = 𝜇，则 E(𝑧2
𝑡 ) < 2E(𝑥2

𝑡 ) + 2E(𝑦2
𝑡 ) < ∞，且 E(𝑧𝑡 ) = 𝜇. 不失一般性，假设 𝜇 = 0.

• 当 𝑡 = 2𝑚 + 1，𝑠 = 2𝑛 + 1时，Cov (𝑧𝑡 , 𝑧𝑠) = Cov (𝑥𝑡 , 𝑥𝑠) = 𝛾2𝑚−2𝑛.
• 当 𝑡 = 2𝑚，𝑠 = 2𝑛时，Cov (𝑧𝑡 , 𝑧𝑠) = Cov (𝑦𝑡 , 𝑦𝑠) = 𝛾2𝑚−2𝑛.
• 其他情况，Cov (𝑧𝑡 , 𝑧𝑠) = 0.

综上所述，

Cov (𝑧𝑡 , 𝑧𝑠) =
{
𝛾𝑡−𝑠 , 当 𝑡 − 𝑠 = 2𝑘

0, 当 𝑡 − 𝑠 = 2𝑘 + 1

即 {𝑧𝑡 }的自协方差函数仅是时间间隔的函数. 所以 𝑧𝑡 是宽平稳序列.

2. 假设序列 {𝑥𝑡 }服从 AR(1)过程，𝑥𝑡 = 𝜙𝑥𝑡−1 + 𝜀𝑡，且 |𝜙| < 1，𝜀𝑡
i.i.d.∼

(
0, 𝜎2

𝜀

)
.

(1) 推导 {𝑥𝑡 }自协方差函数 𝛾𝑥 (𝑘), 𝑘 ⩾ 0的表达式. (3分)
(2) 令 𝑧𝑡 = 𝑥𝑡 − 𝑥𝑡−1，以 𝜙和 𝜎2

𝜀 表示 {𝑧𝑡 }的自协方差函数 𝛾𝑧 (𝑘)，𝑘 ⩾ 1. (3分)
(3) 证明 Var (𝑧𝑡 ) = 2𝜎2

𝜀/(1 + 𝜙). (4分)
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(1) 𝛾𝑥 (𝑘) = 𝜙𝑘𝛾𝑥 (0)，(1 − 𝜙𝐵)𝑥𝑡 =
∑∞

𝑗=0 𝜙
𝑗𝜀𝑡− 𝑗 ⇒ 𝛾𝑥 (0) = 𝜎2

𝜀

1−𝜙2，所以 𝛾𝑥 (𝑘) = 𝜙𝑘 𝜎2
𝜀

1−𝜙2

(2)

𝛾𝑧 (𝑘) = Cov (𝑧𝑡 , 𝑧𝑡−𝑘)

= Cov (𝑥𝑡 − 𝑥𝑡−1, 𝑥𝑡−𝑘 − 𝑥𝑡−1−𝑘)

= (Cov (𝑥𝑡 , 𝑥𝑡−𝑘) + Cov (𝑥𝑡 ,−𝑥𝑡−𝑘−1) + Cov (−𝑥𝑡−1, 𝑥𝑡−𝑘) + Cov (−𝑥𝑡−1,−𝑥𝑡−𝑘−1))

=

(
𝜙𝑘 − 𝜙𝑘+1 − 𝜙𝑘−1 + 𝜙𝑘

) 𝜎2
𝜀

1 − 𝜙2

=
[
2𝜙 − 𝜙2 − 1

]
𝜙𝑘−1 𝜎2

𝜀

1 − 𝜙2

= −
[
(1 − 𝜙)2] 𝜙𝑘−1 𝜎2

𝜀

1 − 𝜙2 = −
[
1 − 𝜙

1 + 𝜙

]
𝜙𝑘−1𝜎2

𝜀

(3) 计算

Var (𝑧𝑡 ) = Var (𝑥𝑡 − 𝑥𝑡−1) = Var (𝑥𝑡 ) + Var (𝑥𝑡−1) − 2 Cov (𝑥𝑡 , 𝑥𝑡−1) = 2(1 − 𝜙) 𝜎2
𝑒

1 − 𝜙2 =
2𝜎2

𝑒

1 + 𝜙

3. 分别讨论如下模型，并回答问题
(1) 将 𝑥𝑡 = 𝑥𝑡−1 − 0.25𝑥𝑡−2 + 𝜀𝑡 − 0.1𝜀𝑡−1 表示成 ARIMA(𝑝, 𝑑, 𝑞)模型，并确定 𝑝, 𝑑, 𝑞. (5分)
(2) 通过计算说明 𝑥𝑡 = 0.5𝑥𝑡−1 − 0.5𝑥𝑡−2 + 𝜀𝑡 − 0.5𝜀𝑡−1 + 0.25𝜀𝑡−2 是否是平稳模型. (5分)
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(1) 形式上是 ARMA 模型，且是 ARMA(2, 1)，𝜙1 = 1, 𝜙2 = 0.25, 𝜃1 = 0.1，需要进一步确认
ARMA(2, 1) 模型的平稳性和可逆性. 因为 𝜙1 + 𝜙2 = 0.75 < 1, 𝜙2 − 𝜙1 = −1.25 < 1，且 |𝜙2 | =
0.25 < 1，1−𝜃1𝑥的根 1/𝜃1 > 1，所以原模型是平稳可逆ARMA(2, 1)模型，𝑝 = 2, 𝑑 = 0, 𝑞 = 1.

(2) 形式上是ARMA(2, 2)模型，𝜙1 = 0.5, 𝜙2 = −0.5, 𝜃1 = 0.5, 𝜃2 = −0.25，𝜙1+𝜙2 = 0 < 1, 𝜙2−𝜙1 =

−1 < 1，且 |𝜙2 | = 0.5 < 1，所以是平稳模型.

4. 序列 {𝑥𝑡 } 是宽平稳序列，𝑘 阶自协方差函数记作 𝛾𝑥 (𝑘)，简记为 𝛾𝑘，相应的 𝑘 阶自相关系数记作

𝜌𝑘 .
(1) 令 𝑥 = 1

𝑛

∑𝑛
𝑡=1 𝑥𝑡，以 𝛾𝑘 表示 𝑥的方差 Var(𝑥). (5分)

(2) 记 𝜌̂𝑘 为 {𝑥𝑡 }的 𝑘 阶样本自相关系数，

𝜌̂𝑘 =

∑𝑛
𝑡=𝑘+1 (𝑥𝑡 − 𝑥) (𝑥𝑡−𝑘 − 𝑥)∑𝑛

𝑡=1 (𝑥𝑡 − 𝑥)2 for 𝑘 = 1, 2, . . .

并假设 {𝑥𝑡 } 有 MA(∞) 表示形式，𝑥𝑡 = 𝜇 +
∑∞

𝑗=0 𝜓 𝑗𝜀𝑡− 𝑗，且
∑∞

𝑗=0
��𝜓 𝑗

�� < ∞，
∑∞

𝑗=0 𝑗𝜓2
𝑗
< ∞，

则对于任意正整数 𝑚，
(√

𝑛 ( 𝜌̂1 − 𝜌1) ,
√
𝑛 ( 𝜌̂2 − 𝜌2) , . . . ,

√
𝑛 ( 𝜌̂𝑚 − 𝜌𝑚)

)
在 𝑛 → ∞时渐进服从

均值为 0，方差协方差矩阵为 C的多元正态分布，记作 𝑁 (0,C)，且 C在 (𝑖, 𝑗) 位置的元素

𝑐𝑖 𝑗 =

∞∑︁
𝑘=−∞

(
𝜌𝑘+𝑖𝜌𝑘+ 𝑗 + 𝜌𝑘−𝑖𝜌𝑘+ 𝑗 − 2𝜌𝑖𝜌𝑘𝜌𝑘+ 𝑗 − 2𝜌 𝑗 𝜌𝑘𝜌𝑘+𝑖 + 2𝜌𝑖𝜌 𝑗 𝜌

2
𝑘

)
.

假设 𝑥𝑡 = 𝜙𝑥𝑡−1 + 𝜀𝑡，且 |𝜙| < 1，𝜀𝑡
i.i.d.∼

(
0, 𝜎2

𝜀

)
，试通过计算说明在 𝑛 → ∞时

Var ( 𝜌̂𝑘) ≈
1
𝑛

[ (
1 + 𝜙2) (

1 − 𝜙2𝑘 )
1 − 𝜙2 − 2𝑘𝜙2𝑘

]
并解释为什么在 𝜙 ≈ ±1时，𝜌̂𝑘 对 𝜌𝑘 的估计不够精确. (15分)
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(1) 令 𝜇 = E (𝑥) = E
(

1
𝑛

∑𝑛
𝑡=1 𝑥𝑡

)
，计算

Var (𝑥) = E

[(
1
𝑛

𝑛∑︁
𝑡=1

𝑥𝑡 − 𝜇

) (
1
𝑛

𝑛∑︁
𝑡=1

𝑥𝑡 − 𝜇

)]
=

1
𝑛2

𝑛∑︁
𝑖=1

𝑛∑︁
𝑗=1

E (𝑥𝑖 − 𝜇)
(
𝑥 𝑗 − 𝜇

)
=

1
𝑛2

∑︁
𝑖, 𝑗

𝛾(𝑖 − 𝑗) = 1
𝑛

𝑛−1∑︁
𝑘=−(𝑛−1)

(
1 − |𝑘 |

𝑛

)
𝛾𝑘

(2) 由 AR(1)过程 𝑥𝑡 = 𝜙𝑥𝑡−1 + 𝜀𝑡 可知 𝜌𝑘 = 𝜙𝑘，并根据题目中给出的结论有在 𝑛 → ∞时，

Var
(
𝜌̂ 𝑗

)
≈ 1

𝑛
𝑐 𝑗 𝑗 .
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计算 𝑐 𝑗 𝑗，不失一般性假设 𝑗 ⩾ 1

𝑐 𝑗 𝑗 =

∞∑︁
𝑘=−∞

(
𝜌𝑘+ 𝑗 𝜌𝑘+ 𝑗 + 𝜌𝑘− 𝑗 𝜌𝑘+ 𝑗 − 2𝜌 𝑗 𝜌𝑘𝜌𝑘+ 𝑗 − 2𝜌 𝑗 𝜌𝑘𝜌𝑘+ 𝑗 + 2𝜌 𝑗 𝜌 𝑗 𝜌

2
𝑘

)
=

∞∑︁
𝑘=−∞

(
𝜌2
𝑘+ 𝑗 + 𝜌𝑘− 𝑗 𝜌𝑘+ 𝑗 − 4𝜌 𝑗 𝜌𝑘𝜌𝑘+ 𝑗 + 2𝜌2

𝑗 𝜌
2
𝑘

)
=

(
1 + 2𝜌2

𝑗

) ∞∑︁
𝑘=−∞

𝜌2
𝑘 +

∞∑︁
𝑘=−∞

𝜌𝑘− 𝑗 𝜌𝑘+ 𝑗 − 4𝜌 𝑗

∞∑︁
𝑘=−∞

𝜌𝑘𝜌𝑘+ 𝑗

将 𝜌𝑘 = 𝜙𝑘 代入分别计算

∞∑︁
𝑘=−∞

𝜌2
𝑘 = 1 + 2

∞∑︁
𝑘=1

𝜙2𝑘 = 1 + 2
𝜙2

1 − 𝜙2 =
1 + 𝜙2

1 − 𝜙2 (1)

∞∑︁
𝑘=−∞

𝜌𝑘− 𝑗 𝜌𝑘+ 𝑗 =

− 𝑗−1∑︁
𝑘=−∞

𝜙 𝑗−𝑘−𝑘− 𝑗 +
𝑗−1∑︁
𝑘=− 𝑗

𝜙 𝑗−𝑘+𝑘+ 𝑗 +
∞∑︁
𝑘= 𝑗

𝜙𝑘− 𝑗+𝑘+ 𝑗

=

− 𝑗−1∑︁
𝑘=−∞

𝜙−2𝑘 +
𝑗−1∑︁
𝑘=− 𝑗

𝜙2𝑖 +
∞∑︁
𝑘= 𝑗

𝜙2𝑘

=

− 𝑗−1∑︁
𝑘=−∞

𝜙−2𝑘 +
𝑗−1∑︁
𝑘=− 𝑗

𝜙2 𝑗 +
∞∑︁
𝑘= 𝑗

𝜙2𝑘

=
𝜙2( 𝑗+1)

1 − 𝜙2 + 2 𝑗𝜙2 𝑗 + 𝜙2 𝑗

1 − 𝜙2

= 𝜙2 𝑗
(

1 + 𝜙2

1 − 𝜙2

)
+ 2 𝑗𝜙2 𝑗 (2)

∞∑︁
𝑘=−∞

𝜌𝑘𝜌𝑘+ 𝑗 =

− 𝑗∑︁
𝑘=−∞

𝜙−𝑘𝜙−𝑘− 𝑗 +
0∑︁

𝑘=− 𝑗+1
𝜙−𝑘𝜙𝑘+ 𝑗 +

∞∑︁
𝑘=1

𝜙𝑘𝜙𝑘+ 𝑗

= 𝜙− 𝑗

∞∑︁
𝑘= 𝑗

𝜙2𝑘 + 𝑗𝜙 𝑗 + 𝜙 𝑗

∞∑︁
𝑘=1

𝜙2𝑘

=
𝜙 𝑗

1 − 𝜙2 + 𝑗𝜙 𝑗 + 𝜙 𝑗

(
𝜙2

1 − 𝜙2

)
=

(
1 + 𝜙2

1 − 𝜙2

)
𝜙 𝑗 + 𝑗𝜙 𝑗 (3)

将 (1), (2)和 (3)分别带入 𝑐 𝑗 𝑗 整理并令 𝑗 = 𝑘 有

Var ( 𝜌̂𝑘) ≈
1
𝑛

[ (
1 + 𝜙2) (

1 − 𝜙2𝑘 )
1 − 𝜙2 − 2𝑘𝜙2𝑘

]
.

由该近似表达式可知，在 𝜙 ≈ ±1时，𝜌̂𝑘 的方差较大，因此在 𝜙 ≈ ±1时，𝜌̂𝑘 对 𝜌𝑘 的估计不

够精确.

5. 对于平稳中心化序列 {𝑥𝑡 } ,考虑 AR(𝑝)模型，𝑥𝑡 = 𝜙1𝑥𝑡−1 + 𝜙2𝑥𝑡−2 + · · · + 𝜙𝑝𝑥𝑡−𝑝 + 𝜀𝑡，𝜀𝑡
i.i.d.∼

(
0, 𝜎2

𝜀

)
(1) 证明 𝜎2

𝜀 = 𝛾(0) − 𝝓⊤𝜸，其中 𝝓 =
(
𝜙1, · · · , 𝜙𝑝

)⊤
，𝜸 = (𝛾(1), · · · , 𝛾(𝑝))⊤，𝛾(𝑘) 表示 𝑘 阶自协

方差函数，1 ⩽ 𝑘 ⩽ 𝑝（提示： Yule-Walker方程）. (10分)
(2) 当 𝑝 = 2 时，已知样本 1 阶样本自相关系数和 2 阶样本自相关系数分别为 𝜌̂1 = 0.427 和

𝜌̂2 = 0.475，并且已知样本方差 𝛾̂(0) = 1.15. 通过矩方法估计 𝜙1, 𝜙2, 和 𝜎2
𝜀，分别记为 𝜙1，
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𝜙2，和 𝜎̂2
𝜀 （提示： 𝛾(𝑘) = 𝛾(0)𝜌(𝑘)，并且不考虑以残差平方和的均值作为 𝜎2

𝜀 的估计）. (10
分)

(3) 在 (2)的基础上，当 𝑘 ⩾ 1时，估计 AR(2)模型的偏自相关系数. (10分)

参考答案

(1) 由平稳性可知，
Var (𝑥𝑡 ) = 𝝓⊤𝚪𝑝𝝓 + 𝜎2

𝜀

由 Yule-Walker方程可知 𝚪𝑝𝝓 = 𝜸. 并且，Var(𝑥𝑡 ) = 𝛾(0)，所以

𝜎2
𝜀 = 𝛾(0) − 𝝓⊤𝜸

(2) 由 Yule-Walker方程可知 [
𝜌1

𝜌2

]
=

[
𝜌0 𝜌1

𝜌1 𝜌0

] [
𝜙1

𝜙2

]
所以 [

𝜙1

𝜙2

]
=

[
𝜌0 𝜌̂1

𝜌̂1 𝜌0

]−1 [
𝜌̂1

𝜌̂2

]
具体的有

𝜙1 =
1 − 𝜌̂2

1 − 𝜌̂2
1
𝜌̂1 =

1 − 0.475
1 − 0.4272 0.427 ≈ 0.274

𝜙2 =
𝜌̂2 − 𝜌̂2

1

1 − 𝜌̂2
1

=
0.475 − 0.4272

1 − 0.4272 ≈ 0.358

并且由 (1)中的结果可知

𝜎̂2
𝜀 = 𝛾̂(0) − 𝝓̂

⊤
𝜸̂

= 𝛾̂(0)
1 −

[
𝜌̂1 𝜌̂2

] [
𝜌0 𝜌̂1

𝜌̂1 𝜌0

]−1 [
𝜌̂1

𝜌̂2

]
≈ 0.8199

(3) 由偏自相关系数的定义可知，�PACF(1) = 𝜌̂1 = 0.427，�PACF(2) = 𝜙2 = 0.358，并且由
AR(2) 模型的偏自相关系数的截尾性可知，对 𝑘 ⩾ 3，�PACF(𝑘) = 0.
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6. 假设 𝜀𝑡
i.i.d.∼

(
0, 𝜎2) 且 𝑥𝑡 = 𝑥𝑡−1 + 𝜀𝑡，𝑥0 = 0.

(1) 计算 1
𝑇5/2

∑𝑇
𝑡=1 𝑡𝑥𝑡−1 的方差，(10分)

Var

(
1

𝑇5/2

𝑇∑︁
𝑡=1

𝑡𝑥𝑡−1

)
(2) 计算 lim𝑇→∞ Var

(
1

𝑇5/2

∑𝑇
𝑡=1 𝑡𝑥𝑡−1

)
，并在连续时间下基于 Brownian运动进一步讨论该结果. (10

分)

参考答案

(1)

Var

(
1

𝑇5/2

𝑇∑︁
𝑡=1

𝑡𝑥𝑡−1

)
=

1
𝑇5 Var

(
𝑇∑︁
𝑡=1

𝑡𝑥𝑡−1

)
注意到，

𝑇∑︁
𝑡=1

𝑡𝑥𝑡−1 = 1𝑥0 + 2𝑥1 + 3𝑥2 + . . . + 𝑇𝑥𝑇−1

= 2𝜀1 + 3 (𝜀1 + 𝜀2) + 4 (𝜀1 + 𝜀2 + 𝜀3) + . . . + 𝑇 (𝜀1 + . . . + 𝜀𝑇−1)

=

𝑇−1∑︁
𝑖=1

𝑇−1∑︁
𝑗=𝑖

( 𝑗 + 1)𝜀𝑖

=

𝑇−1∑︁
𝑖=1

[(
(𝑖 + 𝑇 − 1) (𝑇 − 𝑖)

2

)
+ (𝑇 − 𝑖)

]
𝜀𝑖

因为 𝜀𝑡
i.i.d.∼

(
0, 𝜎2)，所以

Var

(
𝑇∑︁
𝑡=1

𝑡𝑥𝑡−1

)
= Var

{
𝑇−1∑︁
𝑖=1

[(
(𝑖 + 𝑇 − 1) (𝑇 − 𝑖)

2

)
+ (𝑇 − 𝑖)

]
𝜀𝑖

}
= 𝜎2

𝑇−1∑︁
𝑖=1

[
(𝑖 + 𝑇 + 1) (𝑇 − 𝑖)

2

]2

(2) 注意到，[
(𝑖 + 𝑇 + 1) (𝑇 − 𝑖)

2

]2
=

[
−𝑖2 − 𝑖 + (𝑇 + 1)𝑇

]2

4

=
1
4
𝑖4 + 2

4
𝑖3 − 2(𝑇 + 1)𝑇

4
𝑖2 + 1

4
𝑖2 − 2(𝑇 + 1)𝑇

4
𝑖 + (𝑇 + 1)2𝑇2

4
且

lim
𝑡→∞

1
𝑇5

𝑇−1∑︁
𝑖=1

𝑖4 =
1
5
⇒ lim

𝑡→∞
1
𝑇5

1
4

𝑇−1∑︁
𝑖=1

𝑖4 =
1

20

lim
𝑡→∞

1
𝑇3

𝑇−1∑︁
𝑖=1

𝑖2 =
1
4
⇒ lim

𝑡→∞
1
𝑇5

2(𝑇 + 1)𝑇
4

𝑇−1∑︁
𝑖=1

𝑖2 =
2
3
× 1

4

lim
𝑡→∞

1
𝑇5

𝑇−1∑︁
𝑖=1

(𝑇 + 1)2𝑇2

4
=

1
4

lim
𝑡→∞

1
𝑇5

𝑇−1∑︁
𝑖=1

𝑖3 = lim
𝑡→∞

1
𝑇5

𝑇−1∑︁
𝑖=1

𝑖2 = lim
𝑡→∞

1
𝑇5

2(𝑇 + 1)𝑇
4

𝑇−1∑︁
𝑖=1

𝑖 = 0
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所以

lim
𝑇→∞

Var

(
1

𝑇5/2

𝑇∑︁
𝑡=1

𝑡𝑥𝑡−1

)
=

(
1

20
− 2

3
× 1

4
+ 1

4

)
𝜎2 =

2
15

𝜎2.

同时，根据泛函型中心定理，

1
𝑇5/2

𝑇∑︁
𝑡=1

𝑡𝑥𝑡−1 =
1
𝑇

∑︁
𝑡=1

𝑡

𝑇

𝑥𝑡−1√
𝑇

𝑑−→ 𝜎

� 1

0
𝑟𝑊 (𝑟)𝑑𝑟

其中，𝑊 (𝑟)表示定义在 [0, 1] 上的 Brownian运动，并由 Brownian运动的性质

E
[
𝜎

� 1

0
𝑟𝑊 (𝑟)𝑑𝑟

]
= 0

有

Var
(
𝜎

� 1

0
𝑟𝑊 (𝑟)𝑑𝑟

)
= E

[(
𝜎

� 1

0
𝑟𝑊 (𝑟)𝑑𝑟

)2]

= 𝜎2E

[(� 1

0
𝑟𝑊 (𝑟)𝑑𝑟

)2]
= 𝜎2E

[� 1

0

� 1

0
𝑟𝑠𝑊 (𝑟)𝑊 (𝑠)𝑑𝑟𝑑𝑠

]
= 𝜎2

� 1

0

� 1

0
𝑟𝑠E [𝑊 (𝑟)𝑊 (𝑠)] 𝑑𝑟𝑑𝑠

= 𝜎2
� 1

0

� 1

0
𝑟𝑠 min{𝑟, 𝑠}𝑑𝑟𝑑𝑠

= 𝜎2
� 1

0

� 𝑟

0
𝑟𝑠2𝑑𝑠𝑑𝑟 + 𝜎2

� 1

0

� 1

𝑟

𝑟2𝑠𝑑𝑠𝑑𝑟

= 𝜎2
� 1

0

1
3
𝑟4𝑑𝑟 + 𝜎2

� 1

0

(
1
2
𝑟2 − 1

2
𝑟4

)
𝑑𝑟

= 𝜎2
(

1
15

+ 1
6
− 1

10

)
= 𝜎2

(
2

30
+ 5

30
− 3

30

)
=

2
15

𝜎2

其中，从第 5个等式到第 6个等式由 Brownian运动的性质得到：

E [𝑊 (𝑟)𝑊 (𝑠)] = min {𝑟, 𝑠} .

事实上，不失一般性，假设 𝑟 > 𝑠则

E [𝑊 (𝑟)𝑊 (𝑠)] = E [𝑊 (𝑟) −𝑊 (𝑠) +𝑊 (𝑠),𝑊 (𝑠)]

= E [(𝑊 (𝑟) −𝑊 (𝑠))𝑊 (𝑠)]︸                           ︷︷                           ︸
=0

Brownian运动,独立增量

+E
[
𝑊 (𝑠)2] = 𝑠
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