
时间序列分析：作业 1

1. 考虑随机变量 {𝑋𝑛}，且 P
(
𝑋𝑛 =

√
𝑛
)
= 1

𝑛
，P (𝑋𝑛 = 0) = 1 − 1

𝑛
，说明 {𝑋𝑛}是否依概率收敛？

2. 考虑线性回归模型 𝑦 = 𝑋𝛽 + 𝑢，其中

𝑋 =

©­­­­­­«

1 1
1 2
...

...

1 𝑛
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且 𝑢为随机误差向量满足 E (𝑢 | 𝑋) = 0且 Var (𝑢 | 𝑋) = 𝜎2𝐼𝑛。显然，该线性回归模型可以等价的表

示为 𝑦𝑡 = 𝛽1 + 𝛽2𝑡 + 𝑢𝑡，其中 𝛽 = (𝛽1, 𝛽2)′ ，𝑡 = 1, . . . , 𝑛。
(1) 说明 1

𝑛
𝑋⊤𝑋 是否收敛到一个正定矩阵（positive definite matrix）？

(2) 说明 𝑋⊤𝑋 → 0？这个收敛性可以用于说明 𝛽的最小二乘估计量（OLS）的什么性质？请通过
计算说明。

3. 对于中心化的 ARMA(𝑝, 𝑞)模型 Φ(𝐵)𝑥𝑡 = Θ(𝐵)𝜀𝑡，Φ(𝐵) = 1 − 𝜙1𝐵 − 𝜙2𝐵
2 − · · · − 𝜙𝑝𝐵

𝑝，1 − 𝜃1𝐵 −
· · · − 𝜃𝑞𝐵

𝑞，𝜀𝑡
i.i.d.∼

(
0, 𝜎2

𝜀

)
，证明该 ARMA(𝑝, 𝑞) 模型可以表示成 𝑥𝑡 +

∑∞
𝑖=1 𝐼𝑖𝑥𝑡−𝑖，并以递归形式给

出 {𝐼𝑖}∞𝑖=0 的表达式。

4. 考虑 AR(1) 模型 𝑥𝑡 = 𝜙𝑥𝑡−1 + 𝜀𝑡，𝜀𝑡
i.i.d.∼

(
0, 𝜎2

𝜀

)
，|𝜙| < 1

(1) 对任意 𝑖，计算 𝜎2
𝑥 = Var(𝑥𝑡 )，Cov (𝑥𝑡 , 𝑥𝑡+𝑖) .

(2) 通过计算说明 𝜙𝑜𝑙𝑠 =
1
𝑇

∑
𝑥𝑡 𝑥𝑡−1

1
𝑇

∑
𝑥2
𝑡−1

≡ 𝑈𝑇

𝑉𝑇
，𝑈𝑇 = 1

𝑇

∑
𝑥𝑡𝑥𝑡−1，𝑉𝑇 = 1

𝑇

∑
𝑥2
𝑡−1.

(3) Priestley (1981)有如下公式

E (𝑥𝑡𝑥𝑡+𝑟𝑥𝑠𝑥𝑠+𝑟+𝑣) = E (𝑥𝑡𝑥𝑡+𝑟 ) E (𝑥𝑠𝑥𝑠+𝑟+𝑣) + E (𝑥𝑡𝑥𝑠) E (𝑥𝑡+𝑟𝑥𝑠+𝑟+𝑣)

+ E (𝑥𝑡𝑥𝑠+𝑟+𝑣) E (𝑥𝑡+𝑟𝑥𝑠)
通过计算说明

Cov
(
𝑥2
𝑡 , 𝑥𝑠𝑥𝑠+1

)
= 2 E (𝑥𝑡𝑥𝑠) E (𝑥𝑡𝑥𝑠+1) = 2 Cov (𝑥𝑡 , 𝑥𝑠) Cov (𝑥𝑡𝑥𝑠+1)

Cov
(
𝑥2
𝑡 , 𝑥

2
𝑠

)
= 2 E (𝑥𝑡𝑥𝑠) E (𝑥𝑡𝑥𝑠) = 2 [Cov (𝑥𝑡 , 𝑥𝑠)]2 .

(4) 计算 Cov (𝑈𝑇 , 𝑉𝑇 )，Var (𝑉𝑇 ).
(5) 通过计算说明

E
(
𝜙𝑜𝑙𝑠

)
= E

(
𝑈𝑇

𝑉𝑇

)
=

E (𝑈𝑇 )
E (𝑉𝑇 )

− Cov (𝑈𝑇 , 𝑉𝑇 )
E2 (𝑉𝑇 )

+ E (𝑈𝑇 ) Var (𝑉𝑇 )
E3 (𝑉𝑇 )

+ 𝑜

(
𝑇−1

)
.

(6) 在(1)-(5)的基础上通过计算说明

E
(
𝜙𝑜𝑙𝑠

)
= 𝜙 − 2𝜙

𝑇
+ 𝑜

(
𝑇−1

)
.
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