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本章结构

• ARIMAX

• 虚假回归

• 协整

• 误差修正模型

• 向量自回归模型和结构向量自回归模型
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ARIMAX

• ARIMAX模型结构
yt = 𝜇 +

k∑︁
i=1

Θi(B)
Φi(B)

Blixit + 𝜀t

𝜀t =
Θ(B)
Φ(B)at 或者 𝜀t =

Θ(B)
Φ(B)ut

(1)

(2)

其中，at（或者 ut）为零均值白噪声序列
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互相关系数

• k阶互相关函数

Cov = Cov (yt, xt−k) = E [yt − E (yt)] [xt−k − E (xt−k)]

• k阶互相关系数

C𝜌k =
Cov (yt, xt−k)√︁

Var (yt)
√︁

Var (xt−k)

• C𝜌k ¤∼ N
(
0, 1

n−|k|

)
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虚假回归：以一元回归模型为例

• 考虑一元回归模型

yt = 𝛽0 + 𝛽1xt + et et
i.i.d.∼

(
0, 𝜎2

e

)
• 假设 xt 和 yt 分别由如下相互独立的随机游走序列生成

xt = xt−1 + vt

yt = yt−1 + wt

其中，vt
i.i.d.∼ N

(
0, 𝜎2

v
)
， wt

i.i.d.∼ N
(
0, 𝜎2

w
)
；且 Cov (wt, vs) =

0，∀t, s ∈ [0, T]
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• 原假设和备择假设

H0 : 𝛽1 = 0 ↔ H1 : 𝛽1 ≠ 0

• OLS的 t统计量（自由度为样本容量）

t =
𝛽1
𝜎̂𝛽1

, 𝜎̂𝛽1 =

√︃
Var

(
𝛽1
)

• 犯第一类错误（拒绝 H0）的概率很高
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单整的概念

• 如果序列 xt 平稳，说明序列不存在单位根，这时称序列为

零阶单整序列，简记为 xt ∼ I (0)
• 假如原序列一阶差分后平稳，说明序列存在一个单位根，这
时称序列为一阶单整序列，简记为 xt ∼ I (1)

• 假如原序列至少需要进行 d 阶差分才能实现平稳，说明原
序列存在 d个单位根，这时称原序列为 d阶单整序列，简记
为 xt ∼ I (d)
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协整的概念

• 假定自变量序列为 x1, · · · , xk，其中，xi = {xit}
• 响应变量序列为 {yt}构造回归模型

yt = 𝛽0 +
k∑︁

i=1
𝛽ixit + 𝜀t

• 假定回归残差序列 {𝜀t}平稳，称响应序列 {yt}与自变量序
列 x1, · · · , xk 之间具有协整关系
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协整的概念
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Figure : 中国农村居民家庭人均纯收入与生活消费支出
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协整检验

• 假设条件

- 原假设：多元非平稳序列之间不存在协整关系

H0 : 𝜀t ∼ I (k), k ≥ 1

- 备择假设：多元非平稳序列之间存在协整关系

H1 : 𝜀t ∼ I (0)

• 检验步骤

- 建立响应序列与输入序列之间的回归模型

- 对回归残差序列进行平稳性检验

• 案例：中国农村居民家庭人均纯收入与消费支出
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误差修正模型

• 误差修正模型 (Error Correction Model)，简记为 ECM，用以
刻画时间序列的短期影响因素

• 响应序列的当期波动 Δyt 主要会受到三方面短期波动的影

响

yt − yt−1 = 𝛽xt − 𝛽xt−1 − 𝜀t−1 + 𝜀t

∇yt = 𝛽∇xt − ECMt−1 + 𝜀t

- 输入序列的当期波动 Δyt

- 上一期的误差 ECMt−1

- 纯随机波动 𝜀t

• 误差修正模型

∇yt = 𝛽0∇xt + 𝛽1ECMt−1 + 𝜀t
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联立线性方程组

案例 1: 供需均衡

Qd
t = 𝛽0 + 𝛽1Pt + 𝜀d

t , 𝛽1 < 0

Qs
t = 𝛼0 + 𝛼1Pt + 𝛼2Rt + 𝜀s

t , 𝛼1 > 0

Qd
t = Qs

t (= Qt)

案例 2: 国名经济核算

Ct = 𝛽0 + 𝛽1Yt + 𝜀C
t

It = 𝛼0 + 𝛼1Yt + 𝛼2Yt−1 + 𝜀I
t

Yt = Ct + It + Gt

• 统计学或者计量经济学的问题

- 内生性的问题

- 系统识别性的问题

- 量测误差相关性问题

- 经济系统的动态性问题
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内生性的问题

• 考虑供给方程和需求方程的联立方程组

Qd
t = 𝛽0 + 𝛽1Pt + 𝜀d

t , 𝛽1 < 0
Qs

t = 𝛼0 + 𝛼1Pt + 𝛼2Rt + 𝜀s
t , 𝛼1 > 0

Qd
t = Qs

t (= Qt)

• OLS
Qt = 𝛿0 + 𝛿1Pt + ut

• OLS 估计量 𝛿1 不能收敛到 𝛽1 或者 𝛼1. 特别的，当 𝛽0 =

𝛼0 = 𝛼2 = 0时，

𝛿1
p
→ 𝜎2

s

𝜎2
s + 𝜎2

d
𝛽1 +

𝜎2
d

𝜎2
s + 𝜎2

d
𝛼1.
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系统识别性的问题

• 仍然考虑供给方程和需求方程的联立方程组

Qd
t = 𝛽0 + 𝛽1Pt + 𝜀d

t , 𝛽1 < 0
Qs

t = 𝛼0 + 𝛼1Pt + 𝛼2Rt + 𝜀s
t , 𝛼1 > 0

Qd
t = Qs

t (= Qt)

• 假设 Cov
(
𝜀d

t , 𝜀
s
t
)
≠ 0，𝛼2 ≠ 0，Cov

(
Rt, 𝜀

d
t
)
= 0，则

𝛽IV
1 =

∑T
t=1

(
Rt − R̄

) (
Qt − Q̄

)∑T
t=1

(
Rt − R̄

) (
Pt − P̄

)
但是 𝛼1无法以 Rt 作为工具变量进行估计

• 1个外生变量（Rt），2内生变量（Pt，Qt）
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向量自回归模型

• 将系统变量内生化

Ct = 𝛽0 + 𝛽1Yt + 𝜀C
t

It = 𝛼0 + 𝛼1Yt + 𝛼2Yt−1 + 𝜀I
t

Yt = Ct + It + Gt
1 0 −𝛽1 0
0 1 −𝛼1 0
−1 −1 1 −1
0 0 0 1




Ct

It

Yt

Gt


=


𝛽0

𝛼0

0
0


+


0
𝛼2

0
0


[Yt−1]+


𝜀C

t
𝜀I

t
0
𝜀G

t


• 引入内生变量的动态特征
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
Ct
It
Yt
Gt

 =


𝛽0 (1−𝛼1 )+𝛼0𝛽1
1−𝛼1−𝛽1

𝛽1 (1−𝛼0 )+𝛼1𝛽0
1−𝛼1−𝛽1
𝛽0+𝛼0

1−𝛼1−𝛽1
0


+


0 0 𝛽1𝛼2

1−𝛼1−𝛽1
0

0 0 𝛼2 (1−𝛽1 )
1−𝛼1−𝛽1

0
0 0 𝛼2

1−𝛼1−𝛽1
0

0 0 0 0




Ct−1
It−1
Yt−1
Gt−1

 +


(1−𝛼1 ) 𝜀C
t +𝛽1

(
𝜀I

t +𝜀
G
t
)

1−𝛼1−𝛽1
(1−𝛽1 ) 𝜀I

t +𝛼1
(
𝜀C

t +𝜀G
t
)

1−𝛼1−𝛽1
𝜀C

t +𝜀I
t +𝜀

G
t

1−𝛼1−𝛽1
𝜀G

t


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向量自回归模型

• 时间序列向量

Yt =


Y1t

Y2t
...

Ynt


• 向量自回归模型（Vector Autoregression, VAR）

Yt =

p∑︁
j=1

𝚽jYt−j + 𝜺t (1)

E [𝜺t] = 0, E
[
𝜺t𝜺

⊤
s
]
=

{
𝛀 if t = s

0 if otherwise
其中𝚽j is n×n矩阵，并且 𝜺t时 n×1向量，通常也被记为VAR(p)
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向量自回归模型

• 一元 AR(1)模型

Yt = 𝛽0 + 𝛽1Yt−1 + 𝜀t 平稳如果 |𝛽1 | < 1
𝛽1 = 1 随机游走 (Random Walk)

• 一元 AR(p)模型

Yt = 𝛽0 + 𝛽1Yt−1 + 𝛽2Yt−2 + . . . + 𝛽pYt−p + 𝜀t

(1 − 𝜆1B) (1 − 𝜆2B) . . .
(
1 − 𝜆pB

)
Yt = 𝛽0 + 𝜀t

平稳 |𝜆i | < 1, i = 1, 2, . . . , p
存在单位根 ∃ 𝜆i = 1, 𝛽1 + . . . + 𝛽p = 1

VAR ?
陈垚翰 (AHU) 17 / 52



向量自回归模型

• 考虑二元 VAR(1) 模型

Yt = 𝜙11Yt−1 + 𝜙12Xt−1 + 𝜀y,t

Xt = 𝜙21Yt−1 + 𝜙22Xt−1 + 𝜀x,t

Yt 和 Xt 的动态过程是什么样的？

• 重新表示 VAR(1)

(1 − 𝜙11B) Yt − 𝜙12BXt = 𝜀y,t

−𝜙21BYt + (1 − 𝜙22B) Xt = 𝜀x,t
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向量自回归模型

• 在第一个方程两边同时乘以 (1− 𝜙22B)，在第二个方程两边
同时乘以 𝜙12B

(1 − 𝜙22B) (1 − 𝜙11B) Yt − (1 − 𝜙22B) 𝜙12BXt = (1 − 𝜙22B) 𝜀y,t

−𝜙12B𝜙21BYt + (1 − 𝜙22B) 𝜙12BXt = 𝜙12B𝜀x,t

将第一个方程与第二个方程相加消去 Xt

(1 − 𝜙22B) (1 − 𝜙11B) Yt−𝜙12𝜙21B2Yt = (1 − 𝜙22B) 𝜀y,t+𝜙12B𝜀x,t

• 整理有[
1 − (𝜙11 + 𝜙22) B + (𝜙11𝜙22 − 𝜙12𝜙21) B2] Yt = (1 − 𝜙22B) 𝜀y,t+𝜙12B𝜀x,t

Yt 是 ARMA(2, 1)
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向量自回归模型

• 如果 |𝜆1 | < 1且 |𝜆2 | < 1，Yt 平稳[
1 − (𝜙11 + 𝜙22) B + (𝜙11𝜙22 − 𝜙12𝜙21) B2] Yt = (1 − 𝜙22B) 𝜀y,t + 𝜙12B𝜀x,t

(1 − 𝜆1B) (1 − 𝜆2B) Yt = (1 − 𝜙22B) 𝜀y,t + 𝜙12B𝜀x,t

• 类似的，[
1 − (𝜙11 + 𝜙22) B + (𝜙11𝜙22 − 𝜙12𝜙21) B2] Xt = (1 − 𝜙11B) 𝜀x,t + 𝜙21B𝜀y,t

(1 − 𝜆1B) (1 − 𝜆2B) Xt = (1 − 𝜙11B) 𝜀x,t + 𝜙21B𝜀y,t

如果 |𝜆1 | < 1且 |𝜆2 | < 1，Xt 平稳
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假设 [
Yt

Xt

]
=

[
0.8 0.3
0.1 0.6

] [
Yt−1

Xt−1

]
+
[
𝜀y,t

𝜀x,t

]

[
1 − 1.4B + 0.45B2] Yt = (1 − 0.6B)𝜀y,t + 0.3B𝜀x,t[
1 − 1.4B + 0.45B2] Xt = (1 − 0.8B)𝜀x,t + 0.1B𝜀y,t[

1 − 1.4B + 0.45B2] = (1 − 0.9B) (1 − 0.5B)
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假设 [
Yt

Xt

]
=

[
0.5 0.3
0.25 0.85

] [
Yt−1

Xt−1

]
+
[
𝜀y,t

𝜀x,t

]

[
1 − 1.35B + 0.35B2] Yt = (1 − 0.85B)𝜀y,t + 0.3B𝜀x,t[
1 − 1.35B + 0.35B2] Xt = (1 − 0.5B)𝜀x,t + 0.25B𝜀y,t

1 − 1.35B + 0.35B2 = (1 − 0.25B) (1 − B)

(1 − 0.35B) (1 − B)Yt = (1 − 0.85B)𝜀y,t + 0.3B𝜀x,t

(1 − 0.35B) (1 − B)Xt = (1 − 0.5B)𝜀x,t + 0.35B𝜀y,t
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向量自回归模型

AR(1) :

Yt+k = 𝛽0 + 𝛽1Yt+k−1 + 𝜀t+k

= 𝛽0 + 𝛽0𝛽1 + 𝛽2
1Yt+k−2 + 𝜀t+k + 𝛽1𝜀t+k−1

. . .

= 𝛽0 + 𝛽0𝛽1 + . . . + 𝛽0𝛽
k
1 + 𝛽k+1

1 Yt−1 + 𝜀t+k + 𝛽1𝜀t+k−1 + . . . 𝛽k
1𝜀t

• 𝜕Yt+k/𝜕𝜀t = 𝛽k
1

• 如果 |𝛽1 | < 1，𝜕Yt+k/𝜕𝜀t → 0
• 如果 𝛽1 = 1，𝜕Yt+k/𝜕𝜀t ↛ 0
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向量自回归模型

VAR(1)：

Yt+k = 𝚽1Yt+k−1 + 𝜺t+k

= 𝚽2
1Yt+k−2 + 𝜺t+k +𝚽1𝜺t+k−1

. . .

= 𝚽k+1
1 Yt−1 + 𝜺t+k +𝚽1𝜺t+k−1 +𝚽1

2𝜺t+k−1 + . . . +𝚽k
1𝜺t

• 如果 𝚽k
1 → 0，冲击的影响是短期的

• 如果 𝚽1的特征根的绝对值均小于 1，𝚽k
1 → 0
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����� 𝜙11 − 𝜆 𝜙12

𝜙21 𝜙22 − 𝜆

����� = 0 ⇒ (𝜙11 − 𝜆) (𝜙22 − 𝜆) − 𝜙12𝜙21 = 0

⇒ (𝜙11𝜙22 − 𝜙12𝜙21) − (𝜙11 + 𝜙22) 𝜆 + 𝜆2 = 0

VAR(1)的 ARMA(2, 1)表示形式[
1 − (𝜙11 + 𝜙22) B + (𝜙11𝜙22 − 𝜙12𝜙21) B2] Yt = (1 − 𝜙22B) 𝜀y,t + 𝜙12B𝜀x,t

(1 − 𝜆1B) (1 − 𝜆2B) Yt = (1 − 𝜙22B) 𝜀y,t + 𝜙12B𝜀x,t

f (x) = 1 − (𝜙11 + 𝜙22) x + (𝜙11𝜙22 − 𝜙12𝜙21) x2

= (1 − 𝜆1x) (1 − 𝜆2x)

f (1/𝜆i) = 0 ⇒ 1 − (𝜙11 + 𝜙22)
1
𝜆i

+ (𝜙11𝜙22 − 𝜙12𝜙21)
1
𝜆2

i
= 0

⇒ 𝜆2
i − (𝜙11 + 𝜙22) 𝜆i + (𝜙11𝜙22 − 𝜙12𝜙21) = 0
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• VAR(p) 可以等价地写成 VAR(1)

Yt

Yt−1

Yt−2
...

Yt−p+1


=



𝚽1 𝚽2 𝚽3 · · · 𝚽p−1 𝚽p

I 0 0 · · · 0 0
0 I 0 · · · 0 0
...

...
...

. . .
...

...

0 0 0 · · · I 0





Yt−1

Yt−2

Yt−3
...

Yt−p


𝜉t = F𝜉t−1 + vt

其中,

E [vt] = 0, E
[
𝜺t𝜺

⊤
s
]
=

{Q if t = s
0 if otherwise

Q =


𝛀 0 · · · 0
0 0 · · · 0
...

...
. . .

...

0 0 · · · 0


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