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本章结构

• Cramer分解定理

• 差分平稳

• ARIMA模型
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Cramer分解定理



Cramer分解定理

• 任何一个时间序列 {xt}都可以分解成两部分的叠加

xt = 𝜇t + 𝜀t (1)

其中

𝜇t = f (t) 确定性影响

𝜀t = Ψ (B) at 随机性影响

• 暂时令 𝜇t =
∑d

j=0 𝛽jt j
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• f (t) = c1 + c2t
• f (t) = Aert
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差分平稳



差分运算的实质

• 多项式的差分分解

∇jt d = c, c为常数, ∀j ⩾ d (1)

• 任意 d阶差分的形式

∇dxt = (1 − B)dxt =

d∑︁
i=0

(−1)iCi
dxt−i

其中

Ci
d =

d!
d!(d − i)!
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• d阶差分实质是 d阶自回归过程

∇dxt = xt +
d∑︁

i=1
(−1)iCi

dxt−i

⇓

xt =

d∑︁
i=1

(−1)i+1Ci
dxt−i + ∇dxt
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例1. 1964年–1999年中国纱年产量

• 原序列时序图 • 差分后序列时序图
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例2. 1950年–1999用车量拥有量
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例2. 1950年–1999用车量拥有量：差分后序列时序图

• 一阶差分 • 二阶差分

陈垚翰 (AHU) 8 / 18



过差分

• 过度的差分会造成有用信息的浪费
• 比较序列 xt = 𝛽0 + 𝛽1t + at 的一阶差分和二阶差分

• 一阶差分
- 平稳

∇xt = xt − xt−1

= 𝛽1 + at − at−1

- 方差小
Var (∇xt) = Var (at − at−1) = 2𝜎2
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• 二阶差分（过差分）
- 平稳

∇2xt = ∇xt − ∇xt−1

= at − 2at−1 + at−2

- 方差大

Var
(
∇2xt

)
= Var (at − 2at−1 + at−2) = 6𝜎2
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ARIMA模型



ARIMA模型结构

• 模型结构


Φ (B) ∇dxt = Θ (B) 𝜀t

E (𝜀t) = 0, Var (𝜀t) = 𝜎2
𝜀 , E (𝜀t𝜀s) = 0, s ≠ t

E (xs𝜀t) = 0, ∀s < t

(1)

(2)

(3)
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ARIMA模型族

• d = 0
ARIMA(p, d, q) = ARMA(p, q)

• p = 0
ARIMA(P, d, q) = IMA(d, q)

• q = 0
ARIMA(P, d, q) = ARI(p, d)

• d = 1, p = q = 0

ARIMA(p, d, q) =随机游走模型 (random walk model)
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ARIMA模型的平稳性

• 假设 xt 服从 ARIMA(p, d, q)模型

Φ (B) ∇dxt = Θ (B) 𝜀t

其中

∇d = (1 − B)d

Φ(B) = 1 − 𝜙1B − · · · − 𝜙pBp

Θ(B) = 1 − 𝜃1B − · · · − 𝜃qBq

• ARIMA(p, d, q)的广义自回归多项式

Φ̃(B) = Φ(B)∇d =

[ p∏
i=1

(1 − 𝜆iB)
]
(1 − B)d

• 当 d ≠ 0时，ARIMA(p, d, q) 模型不平稳
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ARIMA模型的 Green函数

• 假设 xt 在 ARIMA(p, d, q)下有如下MA(∞)表示

xt = 𝜀t + 𝜓1𝜀t−1 + 𝜓2𝜀t−2 + · · ·
= Ψ(B)𝜀t

• 注意到

Φ(B) (1 − B)d xt = Φ(B) (1 − B)d Ψ(B)𝜀t = Θ (B) 𝜀t

=

(
1 − 𝜙1B − 𝜙2B2 − · · · − 𝜙p+dBp+d

)(
1 + 𝜓1B + 𝜓2B2 + · · ·

)
𝜀t

=

(
1 − 𝜃1B − 𝜃2B2 − · · · − 𝜃qBq

)
𝜀t
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ARIMA模型的 Green函数

• ARIMA(p, d, q) 的 Green函数有如下递推公式


𝜓0 = 1

𝜓i =

i∑︁
j=1

𝜙′j𝜓i−j − 𝜃′i i ⩾ 1

(4)

其中，

𝜙′j =

{
𝜙j , j ⩽ p + d
0 , j > p + d

且

𝜃′i =

{
𝜃i , j ⩽ q
0 , j > q
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ARIMA(p, d, q) 预测

• 预测值

xt+l = (𝜀t+l + 𝜓1𝜀t+l−1 + · · · + 𝜓l−1𝜀t+1)︸                                    ︷︷                                    ︸
et (l)

+ (𝜓l𝜀t + 𝜓l+1𝜀t−1 + · · · )︸                       ︷︷                       ︸
x̂t (l)

• 条件均值和方差

E (xt+1 | xt, xt−1, · · · ) = x̂t (l)

Var (xt+1 | xt, xt−1, · · · ) = Var [et (l)]

=

l−1∑︁
i=0

𝜓2
i 𝜎

2
𝜀
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ARIMA模型建模

获得观测值序列

平稳性检验

白噪声检验

分析结束

差分运算

ARMA 模型

平稳

未通过

不平稳

通过

• 一个案例
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