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本章结构

• 方法性工具
- 延迟算子
- 差分运算
- 线性差分方程

• ARMA模型

• 单位根检验

• 平稳序列建模
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方法性工具



延迟算子

• 延迟算子（Lag operator）类似于一个时间指针，当前序列值
乘以一个延迟算子，就相当于把当前序列值的时间向过去

拨了一个时刻

• 记 B为延迟算子，有

xt−p = Bpxt,∀p ≥ 1 (1)
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延迟算子的性质

• B0 = 1

• B (c · xt) = c · B (xt) = c · xt−1，c为任意常数
• B (xt ± yt) = xt−1 ± yt−1

• Bnxt = xt−n

• (1 − B)n =
∑n

i=0(−1)iCi
nBi，其中 Ci

n = n!
i!(n−i)!

• Φ(B) = 1 − 𝜙1B − 𝜙2B2 − · · · 𝜙pBp
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Green函数

• 原理 
Φ (B) xt = 𝜀t

⇒ Φ (B) Ψ (B) 𝜀t = 𝜀t
xt = Ψ (B) 𝜀t

• 方法
- 待定系数法
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• 递推公式 
𝜓0 = 1

𝜓i =

i∑︁
j=1

𝜓i−j𝜙
′
j i ⩾ 1

(2)

其中，

𝜙′j =
{
𝜙j , j ⩽ p
0 , j > p

• {
𝜓j

}
称为 Green函数。
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用延迟算子表示差分运算

• 1阶差分
∇xt = xt − xt−1 (3)

1阶差分也记作 Δxt.

• p阶差分

∇pxt = (1 − B)pxt =

p∑︁
i=0

(−1)iCi
pxt−i. (4)

• k步差分
∇k = xt − xt−k =

(
1 − Bk

)
xt. (5)
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线性差分方程

• 线性差分方程

zt + a1zt−1 + a2zt−2 + · · · + apzt−p = h(t). (6)

• 齐次线性差分方程

zt + a1zt−1 + a2zt−2 + · · · + apzt−p = 0. (7)
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齐次线性差分方程的解

齐次线性方程的特征方程

𝜆p + a1𝜆
p−1 + a2𝜆

p−2 + · · · + ap = 0. (8)

特征方程的解称为特征根，记为 𝜆1, 𝜆2, . . . , 𝜆p.

Case 1. 𝜆1, 𝜆2, · · · , 𝜆p为 p个不同的实数

zt = c1𝜆
t
1 + c2𝜆

t
2 + · · · + cp𝜆

t
p. (9)
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Case 2. 𝜆1, 𝜆2, · · · , 𝜆p有相同实数根

zt =
(
c1 + c2t + · · · + cdtd−1

)
𝜆t

1 + cd+1𝜆
t
d+1 + · · · + cp𝜆

t
p.

(10)

其中，𝜆1 = 𝜆2 = · · · = 𝜆d 为相同实数根，𝜆d+1, 𝜆d+2, · · · , 𝜆p 为互不

相同的实数根。

Case 3. 𝜆1, 𝜆2, · · · , 𝜆p有复数根

zt =

d∑︁
j=1

(
c1 + c2t + · · · + cdtd−1

)
𝜆t

1+
p−2m∑︁
j=d+1

cj 𝜆
t
j +

m∑︁
j=1

rt
j

(
c1jeit𝜔j + c2je−it𝜔j

)
.

(11)
其中，𝜆1, 𝜆2 · · · 𝜆d为相同实数根，r1ei𝜔1 , r1e−i𝜔1 , · · · , rmei𝜔m , rme−i𝜔m

为 m对共轭复数根，𝜆d+1, · · · , 𝜆p−2m为不同实数根。
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非齐次线性方程的解

• 非齐次线性方程的的特解
- 使得非齐次线性差分方程成立的任意解

z′′t + a1z′′t−1 + a2z′′t−2 + · · · + apz′′t−p = h(t).

• 非齐次线性方程的通解
- 齐次线性差分方程的通解和非齐次线性差分方程的特解之
和

zt = z′t + z′′t .
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ARMA模型



Wold分解定理

• 对于任何一个离散平稳过程 {xt} 它都可以分解为两个不
相关的平稳序列之和，其中一个为确定性的，另一个为随机

性的，

xt = Vt + 𝜉t (12)

• Vt 为确定性序列，历史序列值的线性组合

Vt =

∞∑︁
j=1

𝜙jxt−j

• 𝜉t 为随机序列，表示不能由历史信息解读的部分

𝜉t =

∞∑︁
j=0

𝜃j𝜀t−j

并且

(i) 𝜃0 = 1,
∑∞

j=0 𝜃
2
j < ∞

(ii) {𝜀t} i.i.d.∼ (
0, 𝜎2

𝜀

)
(iii) E (Vt, 𝜀s) = 0, ∀t ≠ s
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AR模型的的定义

• 具有如下结构的模型称为 p阶自回归模型, AR(p)



xt = 𝜙0 + 𝜙1xt−1 + 𝜙2xt−2 + · · · + 𝜙pxt−p + 𝜀t

𝜙p ≠ 0

E (𝜀t) = 0, Var (𝜀t) = 𝜎2
𝜀 , E (𝜀t𝜀s) = 0, s ≠ t

E (xs𝜀t) = 0, ∀s < t

(13)

(14)

(15)

(16)

• 引进延迟算子后，AR(p)可简记为

Φ (B) xt = 𝜙0 + 𝜀t. (17)

其中，

Φ(B) = 1 − 𝜙1B − 𝜙2B2 − · · · − 𝜙pBp.
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AR模型的定义

• 对 (17)两边同时取期望（为什么可以）,

Φ (B) E (xt)︸︷︷︸
:=𝜇

= 𝜙0

⇓(
1 − 𝜙1 − 𝜙2 − · · · − 𝜙p

)
𝜇 = 𝜙0
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AR模型的定义

• 称 {yt}为 {xt}的去中心化序列，令

𝜇 =
𝜙0

1 − 𝜙1 − · · · − 𝜙p
,

yt = xt − 𝜇.

• 去中心化序列的 AR(p)模型可以表示为

Φ (B) yt = 𝜀t. (18)

陈垚翰 (AHU) 14 / 95



AR模型平稳性判别

• 为什么要判别

- AR 模型是常用的平稳序列模型之一，但是并非所有的 AR
模型都是平稳的

• 判别方法
- 单位根判别法
- 平稳域判别法

• 考察如下四个 AR序列（例 3.1）
(1) xt = 0.8xt−1 + 𝜀t

(2) xt = −1.1xt−1 + 𝜀t

(3) xt = xt−1 − 0.5xt−2 + 𝜀t

(4) xt = xt−1 + 0.5xt−1 + 𝜀t

陈垚翰 (AHU) 15 / 95



AR模型平稳性判别

• 为什么要判别
- AR 模型是常用的平稳序列模型之一，但是并非所有的 AR
模型都是平稳的

• 判别方法

- 单位根判别法
- 平稳域判别法

• 考察如下四个 AR序列（例 3.1）
(1) xt = 0.8xt−1 + 𝜀t

(2) xt = −1.1xt−1 + 𝜀t

(3) xt = xt−1 − 0.5xt−2 + 𝜀t

(4) xt = xt−1 + 0.5xt−1 + 𝜀t

陈垚翰 (AHU) 15 / 95



AR模型平稳性判别

• 为什么要判别
- AR 模型是常用的平稳序列模型之一，但是并非所有的 AR
模型都是平稳的

• 判别方法
- 单位根判别法
- 平稳域判别法

• 考察如下四个 AR序列（例 3.1）
(1) xt = 0.8xt−1 + 𝜀t

(2) xt = −1.1xt−1 + 𝜀t

(3) xt = xt−1 − 0.5xt−2 + 𝜀t

(4) xt = xt−1 + 0.5xt−1 + 𝜀t

陈垚翰 (AHU) 15 / 95



AR模型平稳性判别

• 为什么要判别
- AR 模型是常用的平稳序列模型之一，但是并非所有的 AR
模型都是平稳的

• 判别方法
- 单位根判别法
- 平稳域判别法

• 考察如下四个 AR序列（例 3.1）
(1) xt = 0.8xt−1 + 𝜀t

(2) xt = −1.1xt−1 + 𝜀t

(3) xt = xt−1 − 0.5xt−2 + 𝜀t

(4) xt = xt−1 + 0.5xt−1 + 𝜀t

陈垚翰 (AHU) 15 / 95



平稳 AR序列

t

x
t

0 20 40 60 80 100

-4
-2

0
2

4
6

(1) xt = 0.8xt−1 + 𝜀t

t
x
t

0 20 40 60 80 100

-4
-2

0
2

4

(3) xt = xt−1 − 0.5xt−2 + 𝜀t
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非平稳 AR序列

t

x
t

0 20 40 60 80 100

-3
00
00

-2
00
00

-1
00
00

0
1
0
00
0

2
0
00
0

3
0
00
0

(2) xt = −1.1xt−1 + 𝜀t

t
x
t

0 20 40 60 80 100

-2
.0
e+

17
-1
.5
e+

17
-1
.0
e+

1
7

-5
.0
e+

1
6

0
.0
e+

0
0

(4) xt = 1.5xt−1 + 𝜀t
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AR模型平稳性判别方法

• 特征根判别
- AR(p) 模型平稳的充要条件是 p个特征根在单位圆内
- AR(p) 模型平稳的等价条件是 p个自回归多项式的根在单
位圆外

• 平稳域判别
- 平稳域 {

𝜙1, 𝜙2, · · · , 𝜙p | 单位根都在单位圆内}
(19)
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AR(1)模型平稳条件

• 特征根
𝜆 = 𝜙

• 平稳域
|𝜙 | < 1
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AR(2)模型平稳条件

• 特征根

𝜆1 =
𝜙1 +

√︃
𝜙2

1 + 4𝜙2

2

𝜆2 =
𝜙1 −

√︃
𝜙2

1 + 4𝜙2

2

• 平稳域

𝜙1

𝜙2 (0, 1)

(−1, 0) (1, 0){
𝜙1, 𝜙2 | |𝜙2 |< 1, 且 𝜙2 ± 𝜙1 < 1

}
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例 3.1平稳性判别

模型 特征根判别 平稳域判别 结论

(1) 𝜆1 = 0.8 𝜙1 = 0.8 平稳

(2) 𝜆1 = −1.1 𝜙1 = −1.1 非平稳

(3) 𝜆1 = 1+i
2 𝜆2 = 1−i

2 |𝜙2 | = 0.5, 𝜙2 + 𝜙1 = 0.5, 𝜙2 − 𝜙1 = −1.5 平稳

(4) 𝜆1 = 1+
√

3
2 𝜆2 = 1−

√
3

2 |𝜙2 | = 0.5, 𝜙2 + 𝜙1 = 1.5, 𝜙2 − 𝜙1 = −0.5 非平稳
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AR模型的统计性质

• 均值
• 方差
• 协方差
• 自相关系数
• 偏自相关系数
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均值

• 如果 AR(p)满足平稳性条件，

E (xt) = E
(
𝜙0 + 𝜙1xt−1 + · · · + 𝜙pxt−p + 𝜀t

)
• 注意到，

E (xt) = 𝜇, E (𝜀t) = 0, ∀t

所以，

𝜇 =
𝜙0

1 − 𝜙1 − · · · − 𝜙0
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方差

• 注意到
xt =

∞∑︁
j=0

𝜓j𝜀t−j

且 {𝜀t} i.i.d.，有

Var (xt) =
∞∑︁
j=0

𝜓2
j 𝜎

2
𝜀 (20)
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自协方差函数

• 假设 xt 为中心化序列，并且 AR(p) 为平稳序列，∀k > 1，两
边同时乘以 xt−k 再求期望，

E (xtxt−k) = 𝜙1E (xt−1xt−k) + · · · + 𝜙pE
(
xt−pxt−k

) + E (𝜀txt−k) .
(21)

• 注意到 E (𝜀txt−k) = 0，则自协方差函数的递推公式为

𝛾k = 𝜙1𝛾k−1 + 𝜙2𝛾k−2 + · · · + 𝜙p𝛾k−p. (22)
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自相关系数

• 自相关系数(ACF)的定义

𝜌k =
𝛾k

𝛾0
. (23)

• AR(p)自相关系数的递推公式

𝜌k = 𝜙1𝜌k−1 + 𝜙2𝜌k−2 + · · · + 𝜙p𝜌k−p. (24)
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自相关系数

• 自相关系数的性质
- 拖尾性

𝜌(k) =
p∑︁

i=1
ci𝜆

k
i c1, c2, · · · , cp不能恒等于零 .

- 呈复指数衰减（为什么？）

𝜌(k) =
p∑︁

i=1
ci𝜆

k
i → 0.
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考察如下 AR模型的自相关系数

(1) xt = 0.8xt−1 + 𝜀t

(2) xt = −0.8xt−1 + 𝜀t

(3) xt = xt−1 − 0.5xt−2 + 𝜀t

(4) xt = −xt−1 − 0.5xt−2 + 𝜀t
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偏自相关系数

• 假设 {xt} 为中心化 AR(p) 平稳序列，k偏自相关系数定义
为

𝜌xt,xt−k |xt−1,··· ,xt−k+1 =
E

{[
xt − Ê(xt)

] [
xt−k − Ê(xt−k)

]}
E

{[
xt−k − Ê(xt−k)

]2
} , (25)

其中,

Ê (xt) = E [xt | xt−1, · · · , xt−k+1]
Ê (xt−k) = E [xt−k | xt−1, · · · , xt−k+1]
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• k 偏自相关系数可以由如下回归方程的 OLS 估计, 𝜙kk 得

到，

xt = 𝜙k1xt−1 + 𝜙k2xt−2 + · · · + 𝜙kkxt−k + 𝜀t.

• 平稳 AR(p)模型偏自相关系数 p阶截尾
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Yule-Walker方程

• 在 xt = 𝜙k1xt−1 + 𝜙k2xt−2 + · · · + 𝜙kkxt−k + 𝜀t两边同时乘以 xt−l

并求期望有

𝜌l = 𝜙k1𝜌l−1 + 𝜙k2𝜌l−2 + · · · + 𝜙kk𝜌l−k

• 依次取 l = 1, · · · , k，有

©«
1 𝜌1 · · · 𝜌k−1

𝜌1 1 · · · 𝜌k−2
...

...
...

𝜌k−1 𝜌k−2 · · · 1

ª®®®®®¬
©«
𝜙k1

𝜙k2
...

𝜙kk

ª®®®®®¬
=

©«
𝜌1

𝜌2
...

𝜌k

ª®®®®®¬
陈垚翰 (AHU) 31 / 95



Yule-Walker方程

• 根据 Cramer法则，𝜙kk =
Dk
D，Dk 是 D中的第 k个向量换成

(𝜌1, 𝜌2, · · · , 𝜌k)⊤

D =

����������
1 𝜌1 · · · 𝜌k−1

𝜌1 1 · · · 𝜌k−2
...

...
...

𝜌k−1 𝜌k−2 · · · 1

���������� Dk =

����������
1 𝜌1 · · · 𝜌1

𝜌1 1 · · · 𝜌2
...

...
...

𝜌k−1 𝜌k−2 · · · 𝜌k

����������
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Yule-Walker方程

• 对于 AR(p)模型，有如下 Yule-Walker方程

©«
1 𝜌1 · · · 𝜌p−1

𝜌1 1 · · · 𝜌p−2
...

...
...

𝜌k−1 𝜌k−2 · · · 𝜌k−p

ª®®®®®¬
©«
𝜙1

𝜙2
...

𝜙p

ª®®®®®¬
=

©«
𝜌1

𝜌2
...

𝜌k

ª®®®®®¬
• 当 k > p时

Dk =

����������
1 𝜌1 · · · 𝜌p−1 · · · 𝜌1

𝜌1 1 · · · 𝜌p−2 · · · 𝜌2
...

...
...

𝜌k−1 𝜌k−2 · · · 𝜌k−p · · · 𝜌k

���������� = 0
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考察如下 AR模型的偏自相关系数

(1) xt = 0.8xt−1 + 𝜀t

(2) xt = −0.8xt−1 + 𝜀t

(3) xt = xt−1 − 0.5xt−2 + 𝜀t

(4) xt = −xt−1 − 0.5xt−2 + 𝜀t
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MA模型的定义

• 具有如下结构的模型称为 q阶移动平均模型，简记为MA(q)


xt = 𝜇 + 𝜀t − 𝜃1𝜀t−1 − 𝜃2𝜀t−2 − · · · − 𝜃q𝜀t−q

𝜃q ≠ 0

E (𝜀t) = 0, Var (𝜀t) = 𝜎2
𝜀 , E (𝜀t𝜀s) = 0, s ≠ t

(26)

(27)

(28)

• 特别当 𝜇 = 0时，称为中心化MA(q)模型
• 引进延迟算子后，MA(q)可简记为

xt = Θ (B) 𝜀t. (29)

其中，
Θ(B) = 1 − 𝜃1B − 𝜃2B2 − · · · − 𝜃qBq
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MA(q):自协方差函数 q阶截尾,自相关系数 q阶截尾

𝛾k = E [(xt − 𝜇) (xt−k − 𝜇)]

= E
[(𝜀t − 𝜃1𝜀t−1 − 𝜃2𝜀t−2 − · · · − 𝜃q𝜀t−q) (30)

(𝜀t−k − 𝜃1𝜀t−1 − 𝜃2𝜀t−2 − · · · − 𝜃q𝜀t−k−q)
]

=


(
1 + 𝜃2

1 + · · · + 𝜃2
q

)
𝜎2
𝜀 , k = 0(

−𝜃k +
∑q−k

i=1 𝜃i𝜃k+i

)
𝜎2
𝜀 , 1 ≤ k ≤ q

0, k > q

(31)
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MA(q):自协方差函数 q阶截尾,自相关系数 q阶截尾

𝜌k =
𝛾k

𝛾0

=


1, k = 0
−𝜃k+

∑q−k
i=1 𝜃i𝜃k+i

1+𝜃2
1+···+𝜃2

q
, 1 ≤ k ≤ q

0, k > q

(32)
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逆函数的递推公式

• 记
I (B) = 1

Θ(B) =

∞∑︁
i=0

IiBi

与 Green函数的递推公式完全类似，逆函数的递推公式为


I0 = 1

Ii =

i∑︁
j=1

Ii−j𝜃
′
j i ⩾ 1

(33)
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其中，

𝜃′j =
{
𝜃j , j ⩽ q
0 , j > q

• 可逆MA(q) 可以表示成 AR(∞)，因此MA(q) 偏自相关系
数∞截尾，即具有拖尾性
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MA(q)模型的可逆性

• MA模型的识别性
• 考虑如下MA(1) 模型

(1) xt = 𝜀t − 2𝜀t−1

(2) xt = 𝜀t − 0.5𝜀t−1

模型(1)和模型(2)的理论自相关系数均为

𝜌k =

{−0.4 if k = 1
0 if k ⩾ 2
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MA(q)模型的可逆性

• 考虑如下MA(2) 模型
(3) xt = 𝜀t − 4

5𝜀t−1 + 16
25𝜀t−2

(4) xt = 𝜀t − 5
4𝜀t−1 + 25

16𝜀t−2

模型(3)和模型(4)的理论自相关系数均为

𝜌k =


−0.64012 if k = 1
0.31256 if k = 2

0 if k ⩾ 3
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MA(q)模型的可逆性

• 可逆MA模型的定义
- 若一个MA模型能够表示成收敛的AR模型形式，那么MA
模型称为可逆MA模型

• 可逆性的重要性
- 依相关系数唯一识别可逆MA模型

• 以MA(1)为例

MA表示 模型 1：xt = 𝜀t − 𝜃𝜀t−1 模型 2：xt = 𝜀t − 1
𝜃 𝜀t−1

AR表示 模型 1： xt
1−𝜃B = 𝜀t 模型 2： xt

1− 1
𝜃

B
= 𝜀t

自相关系数 𝜌 = −𝜃
1+𝜃2

可逆性条件 |𝜃 | < 1 |𝜃 | > 1
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MA(q)模型的可逆条件

• MA(q) 模型， xt
Θ(B) = 𝜀t，Θ (B) = 1 − 𝜃1B − · · · 𝜃qBq. 假设{

1
𝜆i

}q

i=1
是系数多项式 Θ (B)的 q个根，则 Θ(B)可以分解为

Θ (B) =
q∏

i=1
(1 − 𝜆kB) .
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MA(q)模型的可逆条件

• MA(q)模型的可逆条件是：
- MA(q)模型的特征根在单位圆内

|𝜆i | < 1

- 等价条件是移动平滑系数多项式的根都在单位圆外���� 1
𝜆i

���� > 1
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ARMA模型的定义

• 具有如下结构的模型称为自回归移动平均模型，简记为
ARMA(p, q)

xt = 𝜙0 + 𝜙1xt−1 + · · · + 𝜙pxt−p + 𝜀t − 𝜃1𝜀t−1 − · · · − 𝜃q𝜀t−q

𝜙p ≠ 0, 𝜃q ≠ 0

E (𝜀t) = 0, Var (𝜀t) = 𝜎2
𝜀 , E (𝜀t𝜀s) = 0, s ≠ t

E (xs𝜀t) = 0, ∀s < t
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系数多项式

• 引进延迟算子，中心化 ARMA(p, q)可简记为

Φ (B) xt = Θ (B) 𝜀t (34)

• p阶自回归多项式

Φ (B) = 1 − 𝜙1B − 𝜙2B2 − · · · − 𝜙pBp

• q阶移动平均多项式

Θ (B) = 1 − 𝜃1B − · · · − 𝜃qBq
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平稳条件与可逆条件

• ARMA(p, q)的平稳条件
- p阶自回归系数多项式的 Φ(B) = 0的根都在单位圆外

- ARMA(p, q)的平稳性完全由自回归部分的平稳性决定
• ARMA(p, q)的可逆条件

- q阶移动平均系数多项式 Θ (B) = 0的根都在单位圆外

- ARMA(p, q) 的可逆性完全由移动平滑部分的可逆性决定
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传递形式与逆转形式

• 传递形式

xt = Φ−1(B)Θ(B)𝜀t

= 𝜀t +
∞∑︁
i=1

Gi 𝜀t−i

• 逆转形式

𝜀t = Θ−1(B)Φ(B)xt

= xt +
∞∑︁
i=1

Ii xt−i
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G0 = 1

Gi =

i∑︁
j=1

Gi−j𝜙
′
j − 𝜃′i i ⩾ 1

其中，

𝜙′j =
{
𝜙j , j ⩽ p
0 , j > p

𝜃′i =
{
𝜃i , i ⩽ q
0 , i > q


I0 = 1

Ii =

i∑︁
j=1

Ii−j𝜃
′
j − 𝜙′i i ⩾ 1

其中，

𝜙′i =
{
𝜙i , i ⩽ p
0 , i > p

𝜃′j =
{
𝜃j , j ⩽ q
0 , j > q
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ARMA(p, q)模型的统计性质

• 均值
E [xt] = 𝜙0

1 − 𝜙1 − · · · − 𝜙p

• 协方差（中心化模型）

𝛾(k) = 𝜎2
𝜀

∞∑︁
i=0

GiGi+k

• 自相关系数（中心化模型）

𝜌(k) = 𝛾(k)
𝛾(0) =

∑∞
j=0 GjGj+k∑∞

j=0 G2
j
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ARMA模型的相关性特征

模型 自相关系数 偏自相关系数

AR(p) 拖尾 p阶截尾
MA(q) q阶截尾 拖尾

ARMA(p, q) 拖尾 拖尾
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单位根检验



布朗运动（Brwonian Motion）

• 标准布朗运动 Wt (𝜔) 是定义在完备概率空间 (Ω, F , P) 上
的连续性随机过程，对于固定的 𝜔 ∈ Ω，

Wt (𝜔) : [0, 1] ↦→ R.

也记为 W (t)。

• 标准布朗运动需满足：
(a) W (0) = 0；

(b) 对任意 0 ⩽ t1 < t2 < t3 < t4 ⩽ 1，W (t2) − W (t1) 和 W (t4) −
W (t3) 是相互独立的正态随机变量，均值为 0，方差分别为
t2 − t1和 t4 − t3；

(c) W (t) 在 (Ω, F , P) 上依概率 1连续。

陈垚翰 (AHU) 52 / 95



布朗运动（Brwonian Motion）

• 标准布朗运动 Wt (𝜔) 是定义在完备概率空间 (Ω, F , P) 上
的连续性随机过程，对于固定的 𝜔 ∈ Ω，

Wt (𝜔) : [0, 1] ↦→ R.

也记为 W (t)。
• 标准布朗运动需满足：

(a) W (0) = 0；

(b) 对任意 0 ⩽ t1 < t2 < t3 < t4 ⩽ 1，W (t2) − W (t1) 和 W (t4) −
W (t3) 是相互独立的正态随机变量，均值为 0，方差分别为
t2 − t1和 t4 − t3；

(c) W (t) 在 (Ω, F , P) 上依概率 1连续。
陈垚翰 (AHU) 52 / 95



0 0.2 0.4 0.6 0.8 1
-1

-0.5

0

0.5

1

W
t
(

1
)

W
t
(

2
)

陈垚翰 (AHU) 53 / 95



泛函型中心极限定理（The Functional Central Limit
Theorem）

• 定义阶梯函数如下

xT (r) = 1
T

[Tr]∑︁
t=1

𝜀t =



0 0 ⩽ r < 1/T
𝜀1/T 1/T ⩽ r < 2/T

(𝜀1 + 𝜀2) /T 2/T ⩽ r < 3/T
...

(𝜀1 + 𝜀2 + · · · + 𝜀T) /T r = 1

• 标准化有 √
TxT (r)
𝜎

=
1
𝜎

1√
T

[Tr]∑︁
t=1

𝜀t
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xT (r)

• 令 xt =
∑t

𝜏=1 𝜀𝜏
T

• x1
T2 + x2

T2 + · · · + xT−1
T2 = 1

T
∑T−1

t=1
xt
T =

∫ 1
0 xT (r)dr

• x1
T3/2 + x2

T3/2 + · · · + xT−1
T3/2 = 1

T
∑T−1

t=1
xt√
T
=

∫ 1
0

√
TxT (r)dr

• x2
1

T2 + x2
2

T2 + · · · + x2
T−1
T2 = 1

T
∑T−1

t=1

(
xt√
T

)2
=

∫ 1
0

(√
TxT (r)

)2
dr
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泛函型中心极限定理（The Functional Central Limit
Theorem）

• ∀r ∈ [0, 1],

√
TxT (r)
𝜎

=
1
𝜎

√︁
[Tr]√
T︸ ︷︷ ︸

→√
r

1√︁
[Tr]

[Tr]∑︁
t=1

𝜀t︸         ︷︷         ︸
d−→N(0,𝜎2 )

d−→ N (0, r) .

• √
T [xT (r2) − xT (r1)] /𝜎 d→ N (0, r2 − r1)与√
T [xT (r3) − xT (r4)] /𝜎 d→ N (0, r4 − r3) 相互独立只要 [r1, r2]
和 [r3, r4] 不重叠.
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• √
TxT (0)/𝜎 = 0

• 当 T → ∞ √
TxT (·)
𝜎

d→ W (·), (35)

其中，W (·) 表示维纳过程（Weiner process），或者布朗运动
（Brownian motion）

•
∫ 1
0

√
TxT (r)dr d−→ 𝜎

∫ 1
0 W (r)dr

•
∫ 1
0

(√
TxT (r)

)2
dr d−→ 𝜎2

∫ 1
0 [W (r)]2dr
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连续映射定理和一些公式

• 连续映射定理：如果
ST (·) d→ S(·)

并且 g(·) 是连续性泛函（比如 g (S(·)) = a + bS(·) 或者 g (S(·)) =∫
S(r)dr），则

g (ST (·)) d→ g(S(·)). (36)

• 求和公式

-
T∑︁

t=1
t =

T (T + 1)
2

⇒ T−2
T∑︁

t=1
t → 1

2

-
T∑︁

t=1
t2 =

T (T + 1) (2T + 1)
6

⇒ T−3
T∑︁

t=1
t2 → 1

3

- T−(v+1) ∑T
t=1 tv → 1

v+1
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单位根检验

• 考虑如下 AR(1) 模型

xt = 𝜙1xt−1 + 𝜀t, 𝜀t
i.i.d.∼

(
0, 𝜎2

)

• OLS估计，𝜙1，

𝜙1 =

∑
xtxt−1∑
x2

t−1
(37)
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单位根检验

• 考虑如下原假设
H0 : 𝜙1 = 1

且在 H0下，

𝜙1 − 1 =

∑
xt−1𝜀t∑
x2

t−1
(38)

• 假设 x0 = 0, 𝜙1 = 1,则

xt = xt−1 + 𝜀t = 𝜀1 + 𝜀2 + · · · + 𝜀t
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单位根检验

T
(
𝜙1 − 1

)
=

(1/T)∑ xt−1𝜀t

(1/T2)∑ x2
t−1

=
(1/T) 1

2
(
x2

T − ∑
𝜀2

t
)

(1/T2)∑ x2
t−1

=

1
2

[(
1√
T

xT

)2
− 1

T
∑
𝜀2

t

]
1
T
∑ (

1√
T

xt−1

)2
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Dickey-Fuller统计量的分布

• 对于

xt = 𝜙1xt−1 + 𝜀t, 𝜀t
i.i.d.∼

(
0, 𝜎2

)
, t = 1 . . . , T

且

𝜙1 =

∑
xtxt−1∑
x2

t−1

则在 H0下

T
(
𝜙1 − 1

) d→
{[W (1)]2 − 1

}
2
∫ 1
0 [W (r)]2dr

. (39)
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Dickey-Fuller统计量的分布

通常的 t-统计量不再具有 t-分布的形式。令 𝜀t = xt − 𝜙1xt−1，

s2
T =

∑
𝜀2

t /T
p−→ 𝜎2

t =
𝜙1 − 1
�̂�𝜙1

=

1
T
∑

xt−1𝜀t√︃
s2
T
{ 1

T2
∑

x2
t−1

}1/2

d−→
𝜎2

2
{[W (1)]2 − 1

}
𝜎

{
𝜎2

∫ 1
0 [W (r)]2dr

}1/2

=

{[W (1)]2 − 1
}

2
{∫ 1

0 [W (r)]2dr
}1/2
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DF检验的类型：类型 1

• 假设检验形式{H0 : xt = xt−1 + 𝜀t

H1 : xt = 𝜙1xt−1 + 𝜀t with |𝜙1 | < 1

等价于 {
H0 : Δxt = 𝜀t

H1 : Δxt = 𝛽xt−1 + 𝜀t with 𝛽 < 0
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DF检验的类型：类型 1

• OLS检验形式
Δxt = 𝛽xt−1 + et, (40)

• 在 H0下，

T𝛽T
d→

{
𝜒2
(1) − 1

}
2
∫ 1
0 [W (r)]2dr

,

其中，̂𝛽T 表示 (40)中 𝛽的 OLS估计量。同时

𝛽T

ŝe
(
𝛽T

) d→
1/2

{
𝜒2
(1) − 1

}
[∫ 1

0 [W (r)]2dr
]1/2 .
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DF检验的类型：类型 2a

• 假设检验形式{
H0 : Δxt = 𝜀t

H1 : Δxt = 𝛼 + 𝛽xt−1 + 𝜀t with 𝛽 < 0
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DF检验的类型：类型 2a

• OLS检验形式
Δxt = 𝛼 + 𝛽xt−1 + et (41)

在 H0下，

T𝛽T
d→

1/2
(
𝜒2
(1) − 1

)
− W (1)

∫ 1
0 W (r)dr∫ 1

0 W2(r)dr −
(∫ 1

0 W (r)dr
)2

其中，̂𝛽T 表示 (41)中 𝛽的 OLS估计量。同时

𝛽T

ŝe
(
𝛽T

) d→
1/2

(
𝜒2
(1) − 1

)
− W (1)

∫ 1
0 W (r)dr(∫ 1

0 W2(r)dr −
(∫ 1

0 W (r)dr
)2

)1/2

陈垚翰 (AHU) 69 / 95



DF检验的类型：类型 3

• 假设检验形式{
H0 : Δxt = 𝜀t

H1 : Δxt = 𝛼 + 𝛽xt−1 + 𝛿t + 𝜀t with 𝛽 < 0

或者 {
H0 : Δxt = 𝛼 + 𝜀t

H1 : Δxt = 𝛼 + 𝛽xt−1 + 𝛿t + 𝜀t with 𝛽 < 0
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DF检验的类型：类型 3

• OLS检验形式

xt = 𝛼 + 𝜙xt−1 + 𝛿t + et (42)

或者

Δxt = 𝛼 + 𝛽xt−1 + 𝛿t + et
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Augmented DF (ADF)检验

• 考虑如下 AR(p)模型（p ⩾ 2）

xt = 𝜙1xt−1 + 𝜙2xt−2 + · · · + 𝜙pxt−p + 𝜀t

可以等价表示为

Δxt = 𝜌xt−1 − 𝛽1Δxt−1 − · · · − 𝛽p−2Δxt−p+2 − 𝛽p−1Δxt−p+1 + 𝜀t

其中,

𝜌 = 𝜙1 + 𝜙2 + · · · + 𝜙p − 1
𝛽j = 𝜙j+1 + 𝜙j+2 + · · · + 𝜙p, j = 1, 2, · · · , p − 1
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• 假设检验形式 {
H0 : 𝜌 = 0
H1 : 𝜌 ≠ 0
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ADF的 OLS检验形式

• 类型 1

Δxt = 𝜌xt−1+𝛽1Δxt−1+· · ·+𝛽p−1Δxt−p+1+𝜀t 𝜀t
i.i.d.∼

(
0, 𝜎2

)
• 类型 2

Δxt = 𝛼+𝜌xt−1+𝛽1Δxt−1+· · ·+𝛽p−1Δxt−p+1+𝜀t 𝜀t
i.i.d.∼

(
0, 𝜎2

)
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ADF的 OLS检验形式

• 类型 3

Δxt = 𝛼+𝛿t+𝜌xt−1+𝛽1Δxt−1+· · ·+𝛽p−1Δxt−p+1+𝜀t 𝜀t
i.i.d.∼

(
0, 𝜎2

)
• 检验统计量

�̂�

ŝe ( �̂�) ∼ DF t statistic

陈垚翰 (AHU) 75 / 95



平稳序列建模



建模步骤

平稳非白噪声序列

计算 ACF，PACF

ARMA模型识别

估计模型中未知参数的值

模型检验

模型优化

序列预测

未通过

通过
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样本相关系数

• 样本自相关系数

�̂�k =

∑n−k
t=1 (xt − x̄) (xt+k − x̄)∑n

t=1 (xt − x̄)2 ,∀ 0 < k < n (43)
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样本偏自相关系数

• 样本偏自相关系数

𝜙kk =
D̂k

D̂
,∀ 0 < k < n, (44)

其中，

D̂ =

����������
1 �̂�1 · · · �̂�k−1

�̂�1 1 · · · �̂�k−2
...

...
...

�̂�k−1 �̂�k−2 · · · 1

���������� D̂k =

����������
1 �̂�1 · · · �̂�1

�̂�1 1 · · · �̂�2
...

...
...

�̂�k−1 �̂�k−2 · · · �̂�k

����������
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样本相关系数的的渐进分布

• Bartlett
�̂�k ∼ N

(
0,

1
n

)
, n → ∞

• Quenouille

𝜙kk ∼ N
(
0,

1
n

)
, n → ∞
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模型定阶的经验方法

• 95%的置信区间

Pr
(
− 2√

n
≤ �̂�k ≤ 2√

n

)
≥ 0.95

Pr
(
− 2√

n
≤ 𝜙kk ≤ 2√

n

)
≥ 0.95

• 模型定阶的经验方法
- 如果样本（偏）自相关系数在最初的 d阶明显大于两倍标准
差范围，而之后几乎 95%的自相关系数都落在 2倍标准差
的范围内，且由非零（偏）自相关系数衰减为小值波动的过

程非常突然。这时，通常视为（偏）自相关系数截尾，截尾阶

数为 d .
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模型识别

�̂�k 𝜙kk 选择模型

拖尾 p阶截尾 AR(p)
q阶截尾 拖尾 MA(q)
拖尾 拖尾 ARMA(p, q)
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参数估计

• 考虑非中心化 ARMA(p, q)模型 xt = 𝜇 + Θq (B)
Φp (B) 𝜀t，其中

𝜀t ∼
(
0, 𝜎2

𝜀

)
Θq(B) = 1 − 𝜃1B − 𝜃2B2 − · · · − 𝜃qBq

Φp(B) = 1 − 𝜙1B − 𝜙2B2 − · · · − 𝜙pBp

• 待估参数
- p + q + 2个未知参数:

𝜙1, · · · , 𝜙p, 𝜃1, · · · , 𝜃q, 𝜇, 𝜎
2
𝜀

• 矩估计、极大似然估计、最小二乘估计
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模型检验

• 模型的显著性检验
- 整个模型对信息的提取是否充分

• 参数的显著性检验
- 模型结构是否最简

陈垚翰 (AHU) 83 / 95



模型的显著性检验

• 假设条件
- 原假设：残差序列为白噪声序列

H0 : 𝜌1 = 𝜌2 = · · · = 𝜌m = 0,∀m ≥ 1

- 备择假设：残差序列为非白噪声序列

H1 : 至少存在某个 𝜌k ≠ 0,∀m ≥ 1, k ≤ m

• LB(Ljung-Box)检验统计量

LB = n(n + 2)
m∑︁

k=1

(
�̂�2

k
n − k

)
∼ 𝜒2(m) (45)

其中，̂𝜌k 表示 k阶样本自相关系数，通过 (43)计算。
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模型选择：AIC和 BIC

• AIC : T ln �̂�2
𝜀 + 2(p + q + 2)

• BIC : T ln �̂�2
𝜀 + (ln T) (p + q + 2)

• 相对最小的 AIC和 BIC对应于相对最最优的模型
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序列预测

• 因为平稳 ARMA模型具有 AR(∞) 表示结构，
∞∑︁
j=0

Ijxt−j = 𝜀t

所以可以通过递推法，基于现有序列的观察值 xt, xt−1, xt−2, · · ·，
预测未来时刻的序列值

x̂t+1 = −I1xt − I2xt−1 − I3xt−2 − · · ·

x̂t+2 = −I1̂xt+1 − I2xt − I3xt−1 − · · ·

x̂t+3 = −I1̂xt+2 − I2̂xt+1 − I3xt − · · ·
...

x̂t+l = −I1̂xt+l−1 − I2̂xt+l−2 − I3̂xt+l−3 − · · ·
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序列分解

• 根据 ARMA(p, q) 的 MA(∞) 表示，未来时刻的序列值 xt+l

可以分解为

xt+l = (𝜀t+l + G1𝜀t+l−1 + · · · + Gl−1𝜀t+1)︸                                     ︷︷                                     ︸
:= et (l)

+ (Gl𝜀t + Gl+1𝜀t−1 + · · · )︸                        ︷︷                        ︸
:= x̂t (l)

.

并且根据 ARMA(p, q) 的线性特征，̂xt (l) 同样可以表示成
已知历史信息的线性函数

x̂t (l) =

∞∑︁
i=0

Dixt−i.

x̂t (l) 也称为基于历史信息的未来 l步预测值
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• 条件均值和方差

E (xt+l | xt, xt−1, · · · ) = x̂t (l)

Var (xt+l | xt, xt−1, · · · ) = Var [et (l)]

=

l−1∑︁
i=0

G2
i 𝜎

2
𝜀
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AR(p)序列预测

预测值

x̂t (l) = E (xt+l | xt, xt−1, · · · )

= E
(
𝜙1xt+l−1 + · · · + 𝜙pxt+l−p + 𝜀t+l | xt, xt−1, · · ·

)
= 𝜙1̂xt (l − 1) + · · · + 𝜙p̂xt (l − p)

其中，

x̂t (k) =
{̂

xt (k) , k ⩾ 1
xt+k , k ⩽ 0
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MA(q)序列预测

• 当 l ⩽ q（预测步长小于或等于MA(q) 模型阶数）时，

xt+l = 𝜇 + 𝜀t+l − 𝜃1𝜀t+l−1 − · · · − 𝜃q𝜀t+l−q

= (𝜀t+l − 𝜃1𝜀t+l−1 − · · · − 𝜃l−1𝜀t+1) +
(
𝜇 − 𝜃l𝜀t − · · · − 𝜃q𝜀t+l−q

)
• 当 l > q（预测步长大于MA(q)模型阶数）时，

xt+l = 𝜇 + 𝜀t+l − 𝜃1𝜀t+l−1 − · · · − 𝜃q𝜀t+l−q

=
(
𝜀t+l − 𝜃1𝜀t+l−1 − · · · − 𝜃q𝜀t+l−q

) + 𝜇
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预测值为

x̂t (l) =

𝜇 −

q∑︁
i=l

𝜃i𝜀t+l−i , l ⩽ q

𝜇 , l > q

预测方差

Var [et (l)] =

(
1 + 𝜃2

1 + · · · + 𝜃2
l−1

)
𝜎2
𝜀 , l ⩽ q(

1 + 𝜃2
1 + · · · + 𝜃2

q

)
𝜎2
𝜀 , l > q
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ARMA(p, q)序列预测

预测值

= E
(
𝜙1xt+l−1 + · · · + 𝜙pxt+l−p + 𝜀t+l − 𝜃1𝜀t+l−1 − · · · − 𝜃q𝜀t+l−q

| xt, xt−1, · · · )

=

{
𝜙1̂xt (l − 1) + · · · + 𝜙p̂xt (l − p) − ∑q

i=l 𝜃i𝜀t+l−i l ⩽ q

𝜙1̂xt (l − 1) + · · · + 𝜙p̂xt (l − p) l > q

其中，

x̂t (k) =
{̂

xt (k) , k ⩾ 1
xt+k , k ⩽ 0
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修正预测原理

• 在旧的信息 xt, xt−1, · · · 的基础上，xt+l的预测值为

x̂t (l) = Gl𝜀t + Gl+1𝜀t−1 + · · ·

• 假设获得一个新的观测值 xt+1

- xt+l的修正预测为

x̂t+1(l − 1) = Gl−1𝜀t+1 +Gl𝜀t +Gl+1𝜀t−1 + · · · = Gl−1𝜀t+1 + x̂t (l)

其中，𝜀t+1 = xt+1 − x̂t (1)
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- 修正预测误差为

et+1(l − 1) = G0𝜀t+l + · · · + Gl−2𝜀t+2

- 预测方差为

Var [et+1(l − 1)] =
(
G2

0 + · · · + G2
l−2

)
𝜎2
𝜀
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总结

• 差分运算、延迟算子、线性差分方程
• ARMA模型

- 模型的基本定义和性质
- 平稳性的判别、检验
- 泛函型中心极限定理、单位根检验

• 平稳序列建模
- 模型识别
- 参数估计: 矩估计 (和 Yule-Walker 方程的联系)，极大似然
估计，最小二乘估计

- 模型检验
- ARMA模型预测
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